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Zakladni informace

@ udéleni zapoctu za dochazku
o terminy vyuky:

sobota 5. 10.

Ctvrtek 28. 11.

patek 29. 11.

sobota 30. 11.

patek 3. 1.

@ prezentace bude pribézné dopliovana
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Plan na 5. 10. 2019

Diferencialni a integralni pocet funkci jedné proménné
(opakovani)

elementarni funkce
derivace

monoténnost a lokalni extrémy funkce

e 6 o6 ¢

neurcity a urcity integral
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Redlna funkce jedné redlné proménné

Realna funkce jedné realné proménné f na mnoziné A C R je predpis,
ktery kazdému cislu z mnoziny A prifazuje pravé jedno readlné Cislo.

Mnozina A se nazyva defini¢ni obor funkce a znac¢ime jej Dr.

Obor hodnot funkce f je mnozZina vsech y € R, ke kterym existuje aspon
jedno x z definiéniho oboru funkce f tak, ze plati y = f(x). Obor hodnot
znacime Hy.

Graf funkce f je mnozina vSech bodt [x;y], kde x € Df a y = f(x).

Priklad 1

Rozhodnéte, zda jsou mnoZiny na nasledujicich obrazcich grafem funkci

y = f(x). V kladném pfipadé vyznadte na osy defini¢ni obor a obor hodnot
funkce.
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1. Linedrni funkce

Linearni funkce je kazda funkce na mnoziné R (tj. Df = R) ve tvaru

y =ax+ b, kde a,b € R.

— specialnim pfipadem jsou funkce, pro které a =0, tj. y = b, kterou
nazyvame konstantni funkce, a b =0, tj. y = ax, kterou nazyvame
pfima amérnost.

— grafem kazdé linearni funkce je pfimka

— k sestrojeni grafu linearni funkce stadi znat dva jeho riizné body

Priklad 2
Nacrtnéte graf funkce f, urcete Df, Hr a priseciky s osami, je-li:
@ f:y=30b)f:y=2x(c)f:y=2x—-2(d) f:y=-3x+1.
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2. Kvadraticka funkce

Kvadraticka funkce je kazda funkce na mnoziné R (tj. Df = R) ve tvaru

y=ax*+ bx+c, kdeaeR—{0},b,c €R.

— grafem kazdé kvadratické funkce je parabola

Priklad 3
Nacrtnéte graf funkce f, urcete Dy, Hr, souradnice vrcholu a priseciky s
osami, je-li:

@) f:y=x?>(b)f:y
(d) f:y=(x+1)>-3
f)f:y=-—x>+x—4

=-2x2(c) f:y=(x+1)2
() f:y=x2+5x+6
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3. Mocninna funkce

Mocninna funkce s pfirozenym mocnitelem je kazda funkce na mnoziné
R ve tvaru

y = x", kde n € N.

— oborem hodnot je v pfipadé, ze n je sudé, interval (0, +00), v pfipadé,
ze n je liché, mnozina redlnych Cisel

Priklad 4

Nacrtnéte graf funkce f, urete Dy, Hy, soufadnice vrcholu a priseciky s
osami, je-li:

@) f:y=x2()f:y=x3(c) f:y=x"
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3. Mocninna funkce

Mocninna funkce s celym zapornym mocnitelem je kazda funkce na
mnoziné R — {0} ve tvaru

y=x", kdeneZ".

— oborem hodnot je v pfipadé, ze n je sudé, interval (0, +00), v pfipadé,
Zze n je liché, mnozina R — {0}

Priklad 5

Nacrtnéte graf funkce f, urete Dy, Hy, soufadnice vrcholu a priseciky s
osami, je-li:

@) f:y=x20b)f:y=x3(c)f:y=x"*
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4. Exponencialni funkce

Exponencialni funkce o zakladu a je kazda funkce na mnoziné R ve tvaru

y =a%, kde a€ (0,1) U (1, +00).

— oborem hodnot je interval (0, +00)

Priklad 6

Nacrtnéte graf funkce f, uréete Dy, Hr, soufadnice vrcholu a priseciky s
osami, je-li:

(@) f:y=2x(b)f:y=(3)"(c)f:y=2x-1(d) f:y=2%"
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5. Logaritmickd funkce

Logaritmicka funkce o zakladu a je inverzni funkce k exponencialni
funkci y = a*, kde a € (0,1) U (1, 400). Defini¢nim oborem je interval
(0, +00).

— oborem hodnot je mnozina redlnych Cisel

Priklad 7

Nacrtnéte graf funkce f, urlete Dy, Hr, soufadnice vrcholu a priseciky s
osami, je-li:

(a) f:y =log, x (b) f:yzlog%x(c) f:yzlog%x+2

d)f:y= Iog%(x+3).
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6. Goniometrické funkce

B a) Sinus

Lo, f:y=sinx
s A+ ~ Dr=R

405 - Hf' — <_1, 1>

1 — perioda 27
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6. Goniometrické funkce

b) Kosinus
f:y=cosx
R T Y —+—+7# ~Dr=R
405 - Hf' — <_1, 1>
1 — perioda 27
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6. Goniometrické funkce

/ is c) Tangens
f:y= tgx
- Dr=R—
A {k3:k € Z}
105 - Hr=R
La — perioda 7
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6. Goniometrické funkce

i—s d) Kotangens
fiy= cotgx
\ - Df =R -
N e N S A S S e e vy {km k € Z}
105 - Hr=R
La — perioda 7

AMA ZS 2019/2020 kombinované studium



Derivace

Méjme funkci f definovanou v jistém okoli bodu xg. Existuje-li

. f(xo+ Ax) — f(x0)
lim ,
Ax—0 Ax

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé xj.

— derivaci funkce f v bodé xp znacime f'(xg) nebo y'(xp)

— interpretace derivace: smérnice tecny, okamzitd rychlost pohybu
hmotného bodu

Funkce f ma derivaci v intervalu (a, b), jestlize ma derivaci v kazdém bodé
x € (a, b).

AMA ZS 2019/2020 kombinované studium



Derivace

DERIVACE ELEMENTARNICH FUNKCI
(c)=0,ceR
(x”)’:nx" I'xeR,neN
(x¥) = kx*"1 x e R— {0}, k € Z~
(x") ="t x € (0;00),r €R
(X)) =e* XGR
(a¥) = a* InaxeR ae(0;1)U(1;00)
(Inx)" =1, x € (0;00)
(log,x)' =+, x € (0;00),a € (0;1) U (1; 00)
(sinx)’ = cosx,x € R

(cosx) = —sinx x €R

(tgx) = L. xeR—{(2k+1)Z, ke Z}
(cotgx) = — %, x € R — {km, k €7}
(arcsin x)' = ﬁ,x €(-11)

(arccos x)' = —\/117,x € (-11)

(arctgx) = 1+Xz,x €ER

(arccotg x)' = 1+Xz,x €R
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Derivace

Derivace souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci

Jestlize funkce u(x), v(x) maji v bodé xq derivaci, ma v bodé xq derivaci i

soulet, rozdil a soudin funkci u(x), v(x) a pro v(x) # 0 i podil 583 a plati

(uxv) =d £V,

() = d'v+u/,

(u)’ uv —uv
v vz

Priklad 8

Vypoctéte derivace nasledujicich funkci v libovolném bodé defini¢niho
oboru.

(@) y=x2+x*(b) fry=vx+x2(c)y=2-1Vx

(d) y =2sinx+3cosx (e) y =6In x (f) y = xsinx (g) sinx tg x

(h) y =25 () y = Sy
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Derivace

Derivace slozené funkce

Jestlize funkce z = g(x) ma derivaci v bodé xq a jestlize funkce y = f(z)
ma derivaci v bodé zg = g(xp), ma slozend funkce y = f(g(x)) derivaci v
bodé xp a plati

[f(g(x0))l = f'(g(x0)) - &'(x0)-

Priklad 9
Vypoctéte derivace nasledujicich funkci v libovolném bodé defini¢niho
oboru.

(a) y = (2 +1)° (b) y = VA&x® —x () y = cos(2x + 4)

(d) y = sinx2.
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Derivace a monotdnnost funkce

Rostouci a klesajici funkce

Funkce f se nazyva rostouci, pravé kdyz pro vSechna xj, xo € Dr plati:
Je-li x1 < x2, pak f(x1) < f(x2).
Funkce f se nazyva klesajici, pravé kdyz pro vSechna xi, xo € Dr plati:
Je-li x1 < x2, pak f(Xl) > f(Xg).

— funkce rostouci a klesajici se souhrnné nazyvaji monoténni

Znaménko derivace a monoténnost funkce

Ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu (a, b) kladnou, resp. zdpornou
derivaci, je v tomto intervalu rostouci, resp. klesajici.

Priklad 10
Urcete intervaly monoténnosti nésledujicich funkci.
@) y=x3-3x2(b) y=-x2+2x+3 (c) y = 2x3 + 5x% + 5x + 3.
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Derivace a extrémy funkce
Lokalni extrémy

Funkce f ma v bodé xg lokalni maximum, existuje-li takové okoli U(xp)
bodu xp, Ze pro vSechna x z U(xg) N Dr plati: f(x) < f(xo).
Funkce f ma v bodé xp lokalni minimum, existuje-li takové okoli U(xp)
bodu xp, ze pro vSechna x z U(xg) N Dr plati: f(x) > f(xo).

Nutnd podminka existence lokalniho extrému

Ma-li funkce f v bod€ xp lokalni extrém a existuje-li v tomto bodé derivace
f’(Xo), pak fl(Xo) =0.

— pozor, obracend véta neplati, viz napt. f(x) = x3!

Stacionarni body

Ma-li funkce f v bodé xq derivaci a je-li f'(xp) = 0, pak pak bod xp
nazyvame stacionarnim bodem.
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Derivace a extrémy funkce

— funkce mize mit lokalni extrém pouze ve stacionarnich bodech, nebo
v bodech, kde prvni derivace neexistuje!

Postacujici podminka pro existenci lokédlniho extrému

Necht bod xp je stacionarni bod. Jestlize existuje takové okoli U(xp,d), ze
v intervalech (xo — 0, x0) a (xp, %0 + ) ma f’(x) riznd znaménka, ma
funkce f v bodé€ xp ostry lokalni extrém.

Méni-li se znaménko derivace z + na —, ma funkce f v bodé xp lokalni
maximum.

Meéni-li se znaménko derivace z — na +, ma funkce f v bodé xg lokalni
minimum.

Priklad 11
Urcete lokalni extrémy nasledujicich funkci.
(@) y=x3-3x2(b) y = —x®2+2x+3(c) y = 2x3 +5x2 + 5x + 3.
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Druha derivace a extrémy funkce

Postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému

Necht bod xg je stacionarni bod a necht existuje v bodé xp druha derivace.
Je-li ”(xp) < 0, ma funkce f v bod& xg ostré lokdlni maximum.
Je-li f”(x0) > 0, ma funkce f v bodé& xp ostré lokalni minimum.

Poznamka: Je-li f”(xo) = 0, nelze o existenci lokdlniho extrému
rozhodnout!

Priklad 12
Urcete lokalni extrémy nasledujicich funkci pomoci druhé derivace.
@) y=x3-3x2(b) y=-x2+2x+3 (c) y = 2x3 +5x% + 5x + 3.
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Neurcity integral

— pojem integrovani je inverzni k pojmu derivovani: je dana funkce f(x)
a hleddme funkci F(x) tak, aby f(x) byla jeji derivaci, tj. F'(x) = f(x)
napt. f(x) = x> — 1, F(x) = %3 — X

fF(x)=x>—1,F(x) =% —x—2
f(x) =x2—1,F(x) =% —x+0,5

Primitivni funkce

Rekneme, Ze funkce F(x) je v intervalu (a, b) primitivni funkci k funkci
f(x), jestlize plati F'(x) = f(x) Vx € (a,b).

Necht funkce f(x) je spojita na intervalu (a, b). Potom k ni na intervalu
(a, b) vzdy existuje primitivni funkce.

Poznamka: Téchto primitivnich funkci je nekonecné mnoho - lisi se o
integracni konstantu.
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Neurcity integral

Neurcity integral

Mnozina vsech primitivnich funkci k funkci f(x) se nazyva neurcity
integral. Zna&ime jej [ f(x) dx.

— je-li F(x) primitivni funkce k funkci f(x), obycejné piseme
Jf(x)dx=F(x)+ C,CeR

Existuji-li v intervalu (a, b) primitivni funkce k funkcim f;(x), f2(x) a jsou-li

c1, ¢ libovolné konstanty, potom existuje primitivni funkce k funkci
cifi(x) + oh(x) a plati

/[clfl(x)—i—qu(x)] dx = cl/fl(x) dx+c2/f2(x) .

Z toho vyplyvaji nasledujici vztahy

/ [cf (x)] dx = ¢ / f(x) dx a / [f(x) £ g(x)] dx = / F(x) dx+ / g(x) dx
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Neurcity integral

ZAKLADNI VZORCE PRO PRIMITIVNI FUNKCE

[0dx=C,x€eR

fdx:x—l—Cxe]R

[ x"dx = nH—i—CxE(O o0),n € R—{-1}

[Ldx=In|x|+ C,x € (—00;0) U (0; 00)

[eXdx ="+ C,xeR

[adx=Z + C,x e R,a€ (0;1)U(1;00)

[sinxdx = —cosx + C,x € R

fcosxdx-sinx+CxeR

fcoi dx =tgx+ C,x € (=5 +km 5 +kr), k€ Z
—dx = —cotgx + C,x € (km; 7 + k), k € Z

Sn
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Neurcity integral

Priklad 13
Vypoctéte:

(a) [(x3 +x% —2x)dx (b) [ (XT %) dx (c) [(cosx — sinx)dx.
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Neurcity integral

Metoda per partes
Necht spojité funkce u(x), v(x) maji spojité derivace na intervalu (a, b),
pak v (a, b) plati

/u’(x)v(x) dx = u(x)v(x) — / u(x)v'(x) dx Vx € (a, b).

Priklad 14
Vypoctéte:
(a) [xsinxdx (b) [ e*cosxdx (c) [ xInxdx.
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Neurcity integral

Véta o substituci

Necht funkce F(t) je primitivni funkci k funkci f(t) v intervalu («, ).
Necht funkce t = g(x) ma derivaci g’(x) v intervalu (a, b). Pro kazdé
x € (a, b) necht hodnota g(x) patfi do intervalu (o, 3). Pak v intervalu
(a, b) je funkce F(g(x)) primitivni funkci k funkci f(g(x)) - g'(x), tj.

[ et g/ dx = [ f(eyde = F(2) + .

kde t = g(x).

Priklad 15
Vypoctéte:
(a) [ 1352dx (b) [sinxcosxdx (c) [ cos4xdx.
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Urcity integral

Urcity integral

Necht F je primitivni funkce k funkci f na intervalu /. Rozdil funkénich
hodnot F(b) — F(a) funkce F v libovolnych bodech a, b tohoto intervalu se
b

nazyva urdity integral funkce f v mezich od a do b a znadi se [ f(x)dx.
a

— geometricka interpretace urcitého integralu: je-lia < ba f je
b
nezdporna spojitd funkce na (a, b), pak [ f(x)dx udava obsah

a
rovinného Gtvaru ohranic¢eného grafem funkce f a pfimkami
x=a,x=b,y=0
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Urcity integral

Necht fi(x), f2(x) jsou spojité funkce na intervalu /, a, b necht jsou
libovolné body z intervalu I a ¢1, ¢ libovolné redlné konstanty. Potom plati

b b b
/[clfl(x)—i—Cgfz(x)] dx = cl/fl(x) dx+c2/f2(x) dx.

Z toho vyplyvaji nésledujici vztahy

b

/[cf(x)] dx = c/bf(x) dx

a

b

/ [f(x) £ g(x)] dx = /b f(x) dx + /b g(x) dx.

a
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Urcity integral

Je-li f spojitd a nezdporna funkce na intervalu (a, b), pak

b

/ f(x) dx > 0.

a

Jsou-li f, g funkce spojité v intervalu (a, b) a je-li f(x) > g(x)Vx € (a, b),

pak
b b
/f(x) dx > /g(x) dx.

a
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Urcity integral

PFi zaméné mezi urcitého integralu se zméni znaménko:

Je-li funkce f spojitad v intervalu /, ktery obsahuje body a, b, c tak, ze
a < ¢ < b, pak plati:

C

/b F(x) dx = / F(x) dx + /b £(x) dx.

a
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Urcity integral

Priklad 16
Vypoctéte:
3

(8) [0 + 2 = 2x)dx (b) [}, (% = &) dx (€) Jy (cos x —sinx)dx.
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Urcity integral

Metoda substituce v urcitém integralu

|
N
N

Jsou-li funkce t = g(x) a jeji derivace g’(x) spojité v uzavieném intervalu
(a, b) a je-li zarover spojita i funkce f(t) pro vSechna t = g(x), kde
€ (a, b), pak plati

b g(b)
/f(g(x)) - g'(x)dx = / f(t)dt.
a g(a)
Priklad 17
Vypoctéte:

a) [y Tozdx (b) f:/f sin x cos xdx ( f /16 COS Axdx.
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Urcity integral

Metoda per partes v uréitém integralu

Jsou-li u = u(x), v = v(x) funkce majici v intervalu (a, b) spojité derivace,
pak plati

b

b
/uv’dx = [uv]? —/u’vdx.

a

Priklad 18
Vypoctéte:
(a) f:ﬁp x sin xdx (b) f0”/6 e cos xdx (c) J; xInxdx.
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Plan na 28. 11. 2019

Diferencialni pocet funkci vice proménnych

funkce vice proménnych
limita a spojitost
smérova a parcidlni derivace, gradient

lokalni/globalni/vazané extrémy
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Redlna funkce n redlnych proménnych

Realna funkce n realnych proménnych f na mnoziné A C R” je predpis,
ktery kazdému vektoru x € R" pfifadi pravé jedno redlné &islo f(x) € R.

Mnozina A se nazyva defini¢ni obor funkce f a znacime jej Dr.

Mnozina Hr = {y € R;3x € Dr : f(x) = y} se nazyva obor hodnot
funkce f.

MnoZina Gr = {[x1, .-+, Xn, (X1, ..., X2)] € R™ L [xq,...,x,] € D} se
nazyva graf funkce f.

Prvky x = [x1, ..., xn] € R" se nazyvaji body n-rozmérného prostoru R".

AMA ZS 2019/2020 kombinované studium



Redlna funkce n redlnych proménnych

z

)
D‘I:}ﬂ]
AW
A
oo
N
AT

X _
Obrézek 1: Graf funkce z = f(x, y)

Priklad 19
Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce f a nakreslete jeji graf, je-li:

(a) (x,y) = x>+ y? (b) f(x,y) = /4 — x2 — y2
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Realna funkce n realnych proménnych

5/
ﬁ

(7
&

( ;tH',,,[ pro

rovinu X2 )

X

Obrazek 2: Graf funkce f(x,y) = x2 + y? metodou Fezil
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NGNS
Sy

Obrazek 3: Graf funkce f(x,y) = /4 — x? — y? metodou fez(
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Limita funkce n proménnych

Funkce n proménnych f ma v bodé a € R" limitu L, jestlize ke
kaZzdému okoli V bodu L existuje okoli U bodu a tak, ze pro vSechny body
xeU,x+#a,jef(x)e V.

Znacime
lim f(x) = L.
Jim, #(x)
z
aVe(Lg Lic)
T 5 2=f0uy)

Obréazek 4: Limita funkce z = f(x, y)

AMA ZS 2019/2020 kombinované studium



Spojitost funkce n proménnych

Funkce n proménnych f je spojita v bodé a € R", jestlize ke kazdému
okoli V bodu f(a) existuje okoli U bodu a tak, ze pro vSechny body x € U
je f(x) e V.

2 .
{(a‘b‘) /:—LL '

;i\?\@(w)

X

Obrazek 5: Priklad nespojité funkce dvou proménnych
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Spojitost funkce n proménnych

— funkce f mize byt spojitd v bodé a € R", jen pokud je a € Dy
— je-li @ € Dy, pak je f spojita v bodé a pravé tehdy, kdyz
lim f(x) = f(a)

x—a

Funkce n proménnych f je v bodé a spojita vzhledem k mnoziné M,
jestlize ke kazdému okoli V bodu f(a) existuje okoli U bodu a tak, Ze pro
kazdy bod x € UN M je f(x) € V.

Funkce n proménnych f je spojita na mnoziné M, jestlize je spojitd v
kaZzdém bodu x € M vzhledem k M.
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Spojitost funkce n proménnych

Weierstrassova véta

Je-li funkce n proménnych f je spojitd na neprazdné omezené uzavrené
mnoziné M C R”, pak existuji body ¢,d € M takové, Ze pro kazdy bod
x € M plati

f(c) < f(x) < f(d).

— véta rika, ze za uvedenych predpokladd nabyva funkce v néjakych
bodech této mnoziny své nejmensi a nejvétsi hodnoty
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Smérova derivace

T
D‘I}hﬂ
; 2=f(xy)
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Obrazek 6: Smérova derivace funkce f(x,y) v bodé a ve sméru vektoru §
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Smérova derivace

Necht f : R” — R je redlna funkce n redlnych proménnych s definiénim

oborem D¢, a = [a1,...,an] € Dr a § je n-rozmérny vektor. Smérovou
derivaci funkce f v bodé a ve sméru vektoru 5’ nazyvame limitu

i f(a+ hs) — f(a).
h—0 h

— znatime 9%(a) nebo fl(a)

a?(a) popisuje, jak rychle se méni zavisle proménnd s pohybem bodu
a ve sméru vektoru 5

vypocet smérové derivace lze prevést na vypocet derivace funkce jedné
proménné:
oznacime-li ¢(h) = f(a + h3), pak ¢(0) = f(a) a

%g(a) = limy 0 w = limy_g M — (,0/(0)
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Smérova derivace

Priklad 20
Urcete smérovou derivaci funkce f v bodé a ve sméru vektoru 5, je-li:
(@) f(x,y) =x>—xy+y? a=[1,1],5= (%7 1)

(b) f(x,y) = iy, =1[0,-1],5= (2,1).
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Parcialni derivace

Necht f : R” — R je redlna funkce n redlnych proménnych a
a=a1,...,an € R". PoloZme

f,'(X,') = f(al, ey di—1, X, a,-+1, ceey a,,), 1 S i S n.
Funkce f; : R — R je parcialni funkci funkce . Ma-li funkce f; derivaci v

bodé a;, nazyvame ji parcialni derivaci funkce f podle proménné x; v
v v - Of /
bodé& a a znacime ji ;-(a) nebo £ (a).

— specidlni pfipad smérové derivace, kdy 5= &; (vektor & ma i-tou
soufadnici rovnu 1, ostatni soufadnice jsou rovny 0):

of . f(a+ he) —f(a)
_ = I =
86,-(3) hTO h
. f(a1,a2,...,ai—1,ai + h,ajy1,...,an) — f(a1,...,an)
= lim
h—0 h
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Parcialni derivace
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/ ._/:7\ /
{ y O N
\ Y
A7 i 1 1
| . i |
vARE N [
! ' ol
T ¢t
i J
[ ! . L.,
f ;7
A
1/ 7)_)(.
[ahﬂz__]'

Obrazek 7: Parcidlni derivace funkce f(x, y) podle obou proménnych
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Parcialni derivace

- %(a) popisuje, jak rychle se méni zavisle proménna se zménou
proménné x;

— parcialni derivaci funkce podle pevné zvolené proménné vypocitame
tak, Ze funkci zderivujeme jen podle této proménné, pricemz ostatni
proménné povazujeme za konstanty

— pro parcialni derivaci plati stejnd pravidla jako pro derivaci funkce
jedné proménné!

Priklad 21

Uréete parcidlni derivace funkce f podle vSech proménnych:
(a) f(x,y) = x* =53yt + 2x%y% — y 2

(b) Fx,y) = V4= x> —y?

(c) f(x,y,z) = In(z> — x + 3y?).
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Parcialni derivace

Vektor (%, ey %) nazyvame gradientem funkce f a znaéime jej f’
nebo grad f.

— gradient funkce f v bodé a Ize vyuzit pro vypocet smérovych derivaci:

of

85(3) =s-gradf(a)

Priklad 22

UZitim gradientu urcete smérovou derivaci funkce f v bodé a ve sméru
vektoru S, je-li:

(a) f(X’Y) = x? *Xy+y2aa = [1’1]7§: (%71)

(b) f(x,y) = ﬁyz,a =[0,—-1],5 = (2,1).
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Parcialni derivace

Necht m je libovolné, 1 < m < n,x;,...,x;, € {x1,...,%n}. Pak funkce
omf 0 B
8x,-1 ‘e 8X,'m - aX,'m 8X,'1 ‘e 8x,-m71

se nazyva m-ta parcialni derivace funkce f podle proménnych
Xiyy -, Xi, (v tomto poradi).

— nékdy se také m-ta parcialni derivace funkce f podle proménnych

(m)

Xiys o ooy Xipy ZNACH i 7

Priklad 23
Urcete vSechny parcia’lni derivace druhého radu funkce f:

(a) f(x,y) = X—w+y
(b) f(x,y) = x* = 5x3y* + 2x2y3 — y=2,
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Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Lokalni extrémy

Necht je funkce f : R> — R definovana na néjakém okoli bodu a.
Funkce f ma v bodé a lokalni maximum, existuje-li takové okoli U(a)
bodu a, Ze pro viechna x z U(a) N Df plati: f(x) < f(a).

Funkce f ma v bodé a lokalni minimum, existuje-li takové okoli U(a)
bodu a, Ze pro vSechna x z U(a) N Dy plati: f(x) > f(a).

Obrazek 8: Priklad funkce dvou proménnych s lokdlnimi extrémy, které jsou
soucasné globalnimi extrémy
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Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Necht funkce f : R? — R ma v bodé a lokélni extrém a necht existuji v
tomto bodé vSechny parcialni derivace prvniho radu. Pak plati

of of
Gr@ =0 () =0.

— body, pro které plati g—i(a)
body

g—;(a) = 0, se nazyvaji stacionarni
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Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

— funkce f mize mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich bodech,
nebo v bodech, ve kterych neexistuje alespon jedna parcidlni derivace
prvniho Fadu

Necht a € Dr. Oznaéme

H(a) = (ggw %28;(:0)

ayax(a) ,972(3)

jako Hessovu matici v bodé a a determinant

0?f 0?f 0?f 0*f
T ox? a): 87)/2(3) B 0x0y () dydx (a)

jako Hessian v bodé a.
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Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Sylvestrovo rozhodovaci kritérium

Necht f : R? — R, a € Ds je stacionarni bod a necht v bodé a existuje i
druha parcidlni derivace. Pak:

o jeli 8X2( ) >0 a |H(a)| > 0, nastava v bodé a ostré lokalni
mlnlmum

° je- I| (a) < 0a|H(a)| > 0, nastava v bodé a ostré lokalni
maX|mum

@ nenastava-li v bod& a situace 1 ani 2 a plati-li 2 o 2( )#0a
|H(a)| # 0, nema funkce v tomto bodé lokalni extrém.

— v piipadé, ze £5(a) = 0 nebo |H(a)| = 0, kritérium selhava!

Priklad 24

Urcete lokalni extrémy funkce f:

(@) f(x,y) =x>+2y? —4x+3

(b) f(x,y) = 3x + 6y — x> — xy — y2.
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Globalni extrémy funkci dvou proménnych

Globalni extrémy

Funkce f ma v bodé a globalni maximum, jestlize plati: f(x) < f(a) pro
vSechny body x € Ds.
Funkce f ma v bodé a globalni minimum, jestlize plati: f(x) > f(a) pro
vSechny body x € Ds.

— souhrnné globalni extrémy

— existence bod, v nichZ ma spojitd funkce f na neprazdné uzavrené
omezené mnoziné M globalni extrémy, je zaru¢ena Weierstrassovou
vétou

— globdlni extrém se pak nachdzi bud:
1) ve vnitfnim bodé mnozZiny M (tj. v bodé, ve kterém ma funkce
lokdIni extrém — jiz umime najit) nebo
2) na hranici mnoziny M (tj. v bodé, ve kterém ma funkce tzv. vazany
extrém)
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Vazané extrémy funkci dvou proménnych

Vazané extrémy

Necht funkce f, g jsou funkce dvou proménnych.

Funkce f ma v bodé a vazané maximum s podminkou g(x) = 0, jestlize
g(a) =0a f(x) < f(a) pro vSechny body x € Ds spliujici podminku
g(x) =0.

Funkce f ma v bodé a vazané minimum s podminkou g(x) = 0, jestlize
g(a) =0 a f(x) > f(a) pro vechny body x € D spliujici podminku
g(x) =0.

— podmince g(a) = 0 se nékdy fika vazba (= vazané extrémy)
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Vazané extrémy funkci dvou proménnych

Postup nalezeni vazanych extrémii:

1) z vazby g(x) = 0 Ize vyjad¥it nékterou z proménnych = Gloha se
redukuje na nalezeni globdlnich extrémi funkce jedné proménné

2) z vazby g(x) = 0 nelze vyjadfit zddnou z proménnych = dloha se fesi
tzv. Lagrangeovou metodou:
utvorime novou funkci F = f + Ag a hleddme jeji lokalni extrémy

Priklad 25
Urcete body, v nichz m3 funkce f vizané extrémy s podminkou g(x) = O:
(@) f(x,y) =xy —x+y—1g(x,y) =x+y—1

(b) f(x,y) =x+y,g(x,y) = % + y% — 1 (Lagrangeova metoda).
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Globalni extrémy

Priklad 26
Uréete body, v nichz ma funkce f(x,y) = x> — 2y? + 4xy — 6x — 1 globalni
extrémy, je-li Dy trojahelnik zadany nerovnostmi x > 0,y > 0,y <3 — x.
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Plan na 29. 11. 2019

Integralni pocet funkci vice proménnych
@ integracni obory

e dvojny/trojny integral a jeho vypocet

@ kfivkovy integral 1. druhu
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Integralni pocet funkci vice proménnych

— rozsiteni pojmu urcitého integrilu na funkce n proménnych —
n-rozmérny integral (omezime se na dvojrozmérny (dvojny) a
trojrozmérny (trojny) integral)

— n-rozmérny integral se formalné definuje stejné jako u funkce jedné
proménné

— ddlezity je popis integraéniho oboru

— vypocet n-rozmérného integrdlu se prevadi na vypocet n
jednorozmérnych integrald (tzv. Fubiniho véta)
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Integraéni obory v R?

— integracni obor pro dvojny integral: obrazec mezi grafy spojitych funkci
1) Integra¢ni obory v kartézskych soufadnicich v R?
Obrazec typu |

X=0 x:b

v

!
o éui(x)i:

Obrazek 9: Obrazec typu |
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Integraéni obory v R?

Obrazec typu Il

PR

Obrazek 9: Obrazec typu Il
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Integraéni obory v R?

Poznamka: Existuji obory, které nejsou ani jednim z vySe uvedenych typd,
ale daji se vyjadfit jako sjednoceni obrazcii urcitého typu.

Priklad 27

Zapiste jako obrazec typu | nebo Il, prip. jako sjednoceni:

(a) obdélnik o vrcholech [-1,—1],[1,-1],[-1,4],[1, 4],

(b) obor ohrani¢eny pfimkami x = 1,x = 3 a grafy funkci y = €*,
y=5bx+17,

(c) trojahelnik o vrcholech [—1,0], [3,0],[1, 2].
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Integraéni obory v R?

2) Integracni obory v poldrnich soufadnicich
- bod P = [x,y] € R? Ize zadat dvojici [p, ¢], kde p udava
vzdalenost bodu P od pocdtku soustavy souradnic a ¢ je velikost
Ghlu, ktery svird privodi¢ bodu P s kladnou poloosou x
— p,© se nazyvaji poldrni souradnice bodu
— transformacdni rovnice:

X = pCos

y =psing
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Integraéni obory v R?

Obrazec v polarnich soufadnicich
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Obrazek 10: Obrazec v polarnich souradnicich
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Integraéni obory v R?

Priklad 28
Transformujte pomoci polédrnich soufadnic obor ohraniceny:
(a) kruznici x2 + y? =2,
b) kruznici x2 + y? = 4 a pfimkami y = 2x,y =0,
y Y y
c) kruznici x*> + y? =1 a pfimkami y = x,y = —2x pro x > 0.
y
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Dvojny integral

— necht f = f(x, y) je funkce definovand na omezené mnoziné A C R?,
pak dvojny integral funkce f na oboru A znacime

//A F(x, y) dxdy

— nejprve se definuje dvojny integral na obdélniku, nasledné na obecné
omezené mnoziné
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Dvojny integral

1) Definice dvojného integrdlu na obdélniku

3
P
yn—d/— AX"'Xl xl1,i4, 'lm
9]
A : ; ayp= i it g
Y = Mﬁ? ! = {X- X>X<3r*!:f&
T T e Py = <,
’31'—'(‘, ’; = : } : | .
0] a=Yo Y1 had X;_‘ Xy o-ne b=Xm

Obrazek 11: Déleni obdélniku P
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Dvojny integral

f - (V)
2k
i
T I
77
» | // . Ul;j:[Pfl?f]
) >y
V(T = FOU) AX)/—W&
~ (Uy): XiAdp
¢ v(T) = Z?f ¢

Obrazek 12: Téleso slozené z mn mensich téles
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Dvojny integral
Definice dvojného integralu na obdélniku

Necht f je spojita funkce dvou proménnych na obdélniku P. Dvojnym
integralem funkce f na P je

m n
//P f(x,y)dxdy = m7Irilmoo Z Z f(Uy)AxiAy;,

i=1 j=1

pokud tato limita existuje pro libovolnou volbu bodu Ujj z Pj;.

Existence dvojného integralu

Postacujici podminkou pro existenci dvojného integralu

[] rtuonay

je spojitost integrované funkce f(x,y) na integra¢nim oboru A.
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Dvojny integral

2) Definice dvojného integralu na obecné mnoziné
— zvolime obdélnik P tak, aby AC P

— definujeme pomocnou funkci F tak, ze

_ Jf(x,y)  prox,y] €A,
Flay) = {0 pro [x,y] ¢ A.

Definice dvojného integridlu na obecné mnoziné

Necht f je spojita funkce dvou proménnych na mnoziné A. Dvojnym
integralem funkce f na A je

//Af(x,y)dxdy://Pf(x,y)dxdy.

AMA ZS 2019/2020 kombinované studium




Dvojny integral

Existence dvojného integralu

Postacujici podminkou pro existenci dvojného integralu

[] rtuoney

je spojitost integrované funkce f(x,y) na integra¢nim oboru A.
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Dvojny integral

Vlastnosti dvojného integralu

Necht f a g jsou integrovatelné funkce na A C R? a ¢ € R. Pak jsou
integrovatelné i funkce cf a f + g a plati:

//Acf(x,y)dxdy:c//Af(x,y)dxdy,
//A[f(X,Y)+g(X7Y)]dXdy://Af(X,y)dXdy+//Ag(x,y)dxdy,

c) je-li navic A= A; U A; a obory Aj, Ay nemaji spolecné vnitfni body, pak

//Af(x,y)dxolyz//A1 f(x,y)dxdy—{—//A2 f(x,y)dxdy.
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Vypocet dvojného integralu

— f je spojitd na oboru A

1) A je obrazec typu |, tj. a < x < b, d(x) <y < h(x)

//Af(x,y)dxdy:/ab (/d::) f(x,y)dy) dx

Priklad 29
Vypoctéte

// f(x,y)dxdy,
A
kde:

(a) f(x,y) = 52+ A je obdélnik (1; 2) x (3;4),
(b) f(x,y) = yx?, A je obor ohrani¢eny kfivkami y = x?, y = x, x = 0,
x=1.
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Vypocet dvojného integralu
2) Ajeobrazec typu ll, tj. c <y < d,I(y) < x < p(y)

[frnasar= [ ([ e o

Priklad 30
Vypoctéte

//A f(x,y)dxdy,

kde f(x,y) = xy, A je obor ohranieny kfivkami x* + y? =1,y = %,y = 0.
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Vypocet dvojného integralu

3) A je obor, ktery vznikl transformaci oboru A pomoci polarnich
soufadnic, tj. o < ¢ < B,d(p) < p < h(p)

// f(X,y)dxdyz//_f(pcossoypsiw)-pdpdsoz
A A
B h()
=/ / f(pcosep, psing) - pdp | dp
a d

(¥)

Priklad 31
Vypoctéte

//A f(x,y)dxdy,

kde f(x,y) = x% + y2, A je obor ohraniceny k¥ivkami x> + y? = 1,
y =+/3x,x =0.
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Aplikace dvojného integralu
Obsah rovinného obrazce A

SA://ldxdy
A

v e

ma = //A h(x,y)dxdy

1
T =[x7,y7] i x7 = mA//AX'h(X,Y)dXdy

1
yrz//y-h(xay)dxdy
ma A
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Aplikace dvojného integralu

Priklad 32

hustotou h(x,y), je-li:

(a) A ohranigend osou x, p¥imkou x = 1 a kfivkou y = /X,
h(x,y) =x+y,

(b) A ohrani¢end osou x a horni polovinou kruznice x> + y? =1,
h(x,y) = x*> + y2.
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Integraéni obory v R3

— téleso mezi grafy spojitych funkci dvou proménnych

1) Integra¢ni obory v kartézskych soufadnicich v R3
Téleso mezi grafy spojitych funkci z = D(x,y),z = H(x,y)

x <
y <
z<

Obrazek 13: Téleso mezi grafy spojitych funkci D(x,y), H(x, y)

AMA ZS 2019/2020 kombinované studium



Integraéni obory v R3

Priklad 33

Vyjadrete jako téleso mezi grafy spojitych funkci:

(a) kvadr ohraniéeny rovinami x =0,x =6,y =0,y =3,z2=0,z = 2,
(b) obor ohrani¢eny rovinami x =0,y =0,z =0,2x+y + z = 3,

(c) obor ohrani¢eny plochou z = x? + y? a rovinou z = 5.
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Integraéni obory v R3

2) Integracni obory ve vélcovych (cylindrickych) soufadnicich

- bod P =[x, y, z] € R3 Ize zadat dvojici [p, ¢, 0], kde p udava
vzdalenost primétu bodu P do roviny xy od pocatku soustavy
souradnic a ¢ je velikost Ghlu, ktery svird privodi¢ primétu bodu
P s kladnou poloosou x

- p,p,z se nazyvaji vilcové souradnice bodu (nebo také poldrni
soufadnice v trojrozmérném prostoru)

— transformacni rovnice:

X = pcos
y =psing
zZ =2

Obor ve valcovych soufadnicich
a<p<p
d(y) < p < h(e)

D(p,¢) < z < H(p,¢)



Integraéni obory v R3

Priklad 34
Transformujte pomoci valcovych soufadnic obor ohraniceny:
(a) plochami z = x? +y2 =2,z = 5,

(b) plochami z =14 /x? + y?,z =3,

(c) plochami x? + y? =1,z = -2,z =2.
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Integraéni obory v R3

3) Integraéni obory v kulovych (sférickych) soufadnicich
— bod P =[x, y, z] € R® Ize zadat dvojici [r, p, 0], kde r udava
vzdalenost bodu P od poddtku soustavy soutadnic, ¢ je velikost
Ghlu, ktery svird privodi¢ primétu bodu P do roviny xy s kladnou
poloosou x (¢ € (0,27)) a 0 je velikost Ghlu, ktery svira pravodi¢
bodu P s kladnou poloosou z (6 € (0, 7))
— r,, 0 se nazyvaji kulové (sférické) soufadnice bodu
— transformacni rovnice:
X =rcospsinf
y =rsinpsind
z=rcosf
Obor v kulovych soufadnicich
a<p<p
Y<0<4
D(p,0) < r < H(p,0)



Integraéni obory v R3

Priklad 35

Transformujte pomoci kulovych soufadnic obor ohraniéeny:
(a) plochami x2 + y2 + 22 = 5,

(b) plochami x> + y> + 22 =2,x =0,y =0,z = 0.
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Trojny integral

— definice, vlastnosti a existence analogicky jako u dvojného integralu
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Vypocet trojného integralu

— f je spojitd na oboru B
1) B je téleso urcené nerovnostmi a < x < b, d(x) <y < h(x),
D(x,y) <z < H(x,y)

b h(x) H(xy)
// f(x,y,z)dxdydz:/ / / f(x,y,z)dz | dy | dx
B a d(x) D(x,y)

2) B je obor, ktery vznikl transformaci oboru B pomoci valcovych
souradnic

// f(x,y,z)dxdydz://_f(pcosgo,psincp,z)-pdpdnpdz
B B

3) B je obor, ktery vznikl transformaci oboru B pomoci kulovych soufadnic

/// (x,y,z)dxdydz =

= _f(rcospsinf, rsinpsiné, rcosf) - p 2sinfdrdydz
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Aplikace trojného integralu

Objem télesa B
Vg = /// ldxdydz
B

v vev

mg = /// h(x,y,z)dxdydz
B

= [x7,y7,27] : XT—///X h(x,y,z)dxdydz
—///y-h(x,y,z)dxdydz

mpg B
1///z-h(x,y,z)dxdydz

B B

AMA ZS 2019/2020 kombinované studium



Aplikace trojného integralu

Priklad 36

Vypoctéte objem, hmotnost a souradnice tézisté télesa B s hustotou
h(x,y), je-li B ohrani¢ené plochami:

(@) z=x3+y2,z=5h(x,y,z) = x+y,

(b) z=14 /x>+y%,z=3,h(x,y,z) =k,

() x>+ y?’+22=2,x=0,y =0,z =0, h(x,y,z) = \/x2+ y2 + 22 (pro

z>0).
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Krivkovy integral 1. druhu

krivka v roviné zadand parametrickymi rovnicemi:

C:x=x(t),y =y(t),t € (a,b)

krivka v prostoru zadand parametrickymi rovnicemi:
C:x=x(t),y =y(t),z=z(t),t € (a, b)
— hladka kfivka v roviné: pro kazdé t € (a, b) existuji spojité derivace
x'(t), y'(t) a nejsou souasné rovny 0 (analogicky v prostoru)
— po ¢&astech hladka krivka: vznikne spojenim hladkych krivek
Necht f = f(x, y) je redlna funkce na po ¢astech hladké kFivce

C:x=x(t),y =y(t),t € (a; b). Pak kfivkovy integral 1. druhu funkce
f podél kfivky C je definovan jako

b
/ e el = / F(x(2), y (D)X (22 + y'(£)2 .
C a
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Krivkovy integral 1. druhu

— geometrickd interpretace kfivkového integralu 1. druhu uvedeného
vySe je obsah plochy, ohranicené rovinou z = 0 a grafem funkce
z = f(x,y), vytvorené pfimkami rovnobéznymi s osou z protinajici
krivku C

Obrazek 14: Geometricka interpretace krivkového integralu 1. druhu
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Krivkovy integral 1. druhu

— analogicky je definovan krivkovy integral 1. druhu pro funkci tri
proménnych
— kfivkovy integral 1. druhu ma stejné vlastnosti jako urcity integral

Priklad 37

Vypoctéte [~ f(x,y)ds, kde:

(a) f(x,y) = 2x, C je &st paraboly y = x? s po&ate¢nim bodem [1,1] a
koncovym bodem [2, 4],

(b) f(x,y) = x>+ y2, C je kruznice x> + y? = 1.
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Aplikace krivkového integralu 1. druhu

Délka krivky C

/:/lds
c

v vev

m= /C h(x,y)ds

1
T:[XT,yT]:XT:/X-h(X,y)ds
mJc

1
yr:/y-h(x,y)ds
m Jc
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Aplikace krivkového integralu 1. druhu

Priklad 38

Vvry

h(x,y), ma-li tento drat tvar palkruznice popsané parametricky
x =2cost,y =2sint,t € (0,7) a h(x,y) =y.
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Plan na 30. 11. 2019

Obycejné diferencialni rovnice

zakladni pojmy
separace proménnych
linedrni diferencialni rovnice 1. fadu

linedrni diferencidlni rovnice vyssich Fadi s konstantnimi koeficienty
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Obycejné diferenciélni rovnice

obycejna diferencialni rovnice (zkracené ODR) je rovnice

F(Xv.yvy/7"‘7y(n)):0 (1)

— fad ODR je nejvyssi fad derivace vyskytujici se v rovnici
— teSenim ODR na intervalu (c, d) je kazda funkce (x) definovand
na (c, d), pro kterou plati

F(x,0(x),¢'(x),...,oM(x)) =0 Vx e (c,d)

— obecné feseni ODR je mnozina vSech feSeni rovnice (vystupuji v ném
konstanty)

— partikularni feSeni ODR je jedno konkrétni Feseni rovnice, obvykle
ziskdno z pocatecnich podminek (nevystupuji v ném konstanty)

— dale existuji tzv. vyjimeéna (singularni) feSeni ODR, kterd nejsou
obsaZena v obecném reseni
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Obycejné diferenciélni rovnice

Priklad 39
Je dana diferencialni rovnice

y" — 4y’ + 3y = 10sin x.

(a) Urcete Fad této rovnice.

(b) Ukazte, Ze funkce ¢1(x) = 2cosx + sin x, p2(x) = 2cos x + sin x + €*
jsou resenimi rovnice na R.

(c) Ukazte, ze funkce ¢(x) = 2cosx + sin x + cie* + ce3* je pro libovolné
c1, ¢ € R rovnéz reseni rovnice na R.
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Obycejné diferenciélni rovnice

— pokud zadame, aby
e(x0) = 0,4 (x0) = y1, .-, ¥ D (x0) = yn_1,
nazyva se (loha
F(x,y,y,... ,y(”)) =0,
y(x0) = y0.¥'(x0) = y1, -, y" D (%0) = yn-1
pocatecni dloha nebo Cauchyho aloha

(y(x0) = y0,¥'(x0) = y1, - -, Y™ D(x0) = yn_1 se nazyvaji po&ateeni
podminky)
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Obycejna diferencialni rovnice 1. Fadu

— obycejna diferencidlni rovnice 1. fadu se spojitou funkci f

Y'(x) = f(x,y)
— Cauchyho dloha

y,(X) = f(Xay)> y(XO) =)o

Véta o existenci a jednoznacnosti feseni Cauchyho dGlohy

Necht 6 > 0 a necht | = (xop — 29, x0 + 20) x (yo — 29, yo + 29).

Predpokladejme, Ze v rovnici y'(x) = f(x, y) je funkce f spojita na

intervalu | a Ze existuje kladné Cislo K takové, Ze pro vSechna

x € (xp — 26, xp + 20) a pro viechna yi, y» € (Yo — 26, yo + 20) plati

|f(x,y1) — f(x,y2)| < K|y1 — y2|. Potom plati:

(a) Existuje interval (c, d) a feSeni rovnice y'(x) = f(x,y) na tomto
intervalu takové, Ze je xo € (¢, d) a p(x0) = yo.

(b) Jestlize FeSeni 1, o spliuji podminku ¢(xp) = yo, existuje okoli bodu
Xo, na kterém tato reseni splyvaji.
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Obycejna diferencialni rovnice vyssiho radu

— obycejnou diferencialni rovnici n-tého radu
Y = f(xy, 5,y )
Ize upravit na soustavu rovnic 1. fadu
Y1(%) = y2,y5(x) = y3,- .-, ya(x) = F(x, y1,v2, -, Yn),
polozime-li
y(x) = 11(x).y'(x) = y2(x). ..y D (x) = ya(x)

— lze zformulovat obdobnou vétu o existenci a jednoznacnosti Feseni
Cauchyho Glohy

Yy = f,y,y Ly ),
y(x0) = y0,¥' (%0) = y1, -, ¥V (x0) = yn1
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Separace proménnych

— diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi se nazyva rovnice

y/ = fi(X) : f2(y)7
kde f1, f, jsou spojité funkce jedné proménné

Jak resit rovnice se separovanymi proménnymi?

Y =< = A0h0)
dy = X)ax

/fzd(})//) _/fl(x) bt C

Priklad 40
Redte rovnici:
@y =50)y=-52y6)=-3()y =y



Linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu

— linedrni diferencidlni rovnici (zkrdcené LDR) 1. fadu se nazyva rovnice
y' +a(x)y =b(x), xé€(c,d), (2)

kde a(x), b(x) jsou spojité funkce na (c, d)

— pfifazend rovnice k rovnici (2) je rovnice

y'+a(x)y=0 (3)

(nebo také prifazend homogenni rovnice)

— obecné feseni rovnice (2) je soucet jednoho pevné zvoleného feseni
rovnice (2) (tzv. partikuldrniho feSeni) a obecného feseni homogenni

rovnice (3): yo =yp + Yu
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Linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu

Jak resit LDR 1. radu?
1) nalezneme obecné feseni pfifazené homogenni rovnice yy pomoci
metody separace proménnych:

yo = C-e 2 e (¢, d)
2) nalezneme partikularni feseni rovnice yp pomoci metody variace

konstanty:

a) hleddme partikuldrni feseni ve tvaru podobném obecnému feseni yyy,
ale C je nyni neznama funkee, tj. yp = C(x) - e~/ a(x)dx

b) yp = C(x) - e~/ 2X)dx zderivujeme a dosadime do rovnice (2) za
P, Yp

c) vyjadfime C'(x) a integrovdnim ziskdme C(x)

3) yo=yH+yp

Priklad 41
Reste rovnici y' 4+ 2xy = e~
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Linearni diferencidlni rovnice n-tého rfadu

— linearni diferencidlni rovnici n-tého fadu se nazyva rovnice
Y +ai(x)y" Y ot ap(x)y = b(x),  x € (c,d),  (4)

kde funkce aj(x), ..., an(x), b(x) jsou spojité na (c, d)

— pfifazend rovnice k rovnici (4) je rovnice
Yy 4 ar(x)y Y 4 a(x)y =0 (5)

(nebo také prifazend homogenni rovnice)

— obecné feseni rovnice (4) je soucet jednoho pevné zvoleného feseni
rovnice (4) (tzv. partikuldrniho feSeni) a obecného feseni homogenni
rovnice (5)
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Linearni diferencidlni rovnice n-tého radu s konstantnimi

koeficienty

— linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty se
nazyva rovnice

y(") + aly(nil) + -t apy = b(X)7 X € (C7 d)? (6)

kde b(x) je spojita funkce na (c, d)

— pfifazend rovnice k rovnici (6) je rovnice
y W 4 aym D 4 pay =0 (7)

(nebo také prifazend homogenni rovnice)

— obecné fedeni rovnice (6) je soudet jednoho pevné zvoleného feseni
rovnice (6) (tzv. partikuldrniho Fedeni) a obecného FeSeni homogenni
rovnice (7)
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Linearni diferencidlni rovnice n-tého radu s konstantnimi

koeficienty

Jak fesit LDR n-tého Fadu s konstantnimi koeficienty?
1) nalezneme obecné feSeni pfifazené homogenni rovnice yy:

a) vypocitdme kofeny charakteristické rovnice (CHR)
AN+ A"l 42" =0
i) existuje-li n redlnych navzdjem raznych koreni CHR

{A1,...,An}, jsou funkce eMX ... e ™ FeSenimi rovnice (7)
(funkce, které jsou linedrné nezdvislé a Fesi rovnici (7), tvofi tzv.
fundamentalni systém feseni rovnice (7))

ii) existuje-li n redlnych kofent CHR véetné nasobnosti, tj. A1 je
ki-ndsobny koren, Ay je ko-nasobny koren, ..., A\, je k,-ndsobny

kofen (ki + ko + -+ + k, = n), tvofi funkce
X xeMX | xhimlehix elax yelox o yke—ledax
M xe kr—1A

(7)
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Linearni diferencidlni rovnice n-tého radu s konstantnimi

koeficienty

i) existuje-li n = 2m komplexnich (nikoli redlnych) navzajem
ruznych kofent CHR
{M=ar1+ifi, i =01 —iB1, 2 =z — if2, A2 =
= iBa,..., Am = m+iBm, Am = m — iBm}, pak funkce
eMXsin B1x, €% cos 81X, ... ,eY% sin By,x, €¥m* cos Bmx
tvofi fundamentdlni systém reSeni rovnice (7)
A12 = a1 £ B je dvojice komplexné sdruzenych
ki-nasobnych komplexnich kofenl, A\34 = ar £ if3> je
dvojice komplexné sdruzenych kr-nasobnych komplexnich
kofentl, atd., pak funkce
eMXsin 1x, €™ cos $1x, xe* X sin B1x, xe*1X cos f1x . . .,
xki—lemX gin B x, xk1~1e®1X cos B x, €% sin fax,
€2 cos fox, xe*?* sin Bax, xe*?* cos Box . . .,
xte=1e2Xsin Box, xk271e®2X cos Box, . .. tvori

fundamentalni systém reseni rovnice (7
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Linearni diferencidlni rovnice n-tého radu s konstantnimi

koeficienty

b) yw je pak ve tvaru yy = ciy1 + cay2 + +cnyn, kde {y1,...,yn} je
fundamentalni systém feSeni rovnice (7)

2) nalezneme partikularni reSeni rovnice yp:

n
a) bud pouzitim metody variace konstant: yp = ) ¢i(x)y;, kde
i—1

{¥1,...,¥Yn} je fundamentdini systém FeSeni pfifazené homogenni
rovnice, pri¢emz nezndmé funkce ci(x), ..., ca(x) ziskdme jako
feSenim

alyit-+cp(x)yn =0

/

a(x)y;+ -+ cp(x)y, =0

A"+ g =0
A" e+ o™ =0
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Linearni diferencidlni rovnice n-tého radu s konstantnimi

koeficienty

Poznamka: Vyfesenim soustavy ziskdme cj(x),. .., c,(x) - tyto
funkce je potreba jesté integrovat!

b) nebo pokud ma prava strana specialni tvar
b(x) = e*(Pn(x) cos(5x) + Qm(x)sin(5x)),
pak
Y = xke® (Ry(x) cos(x) + Sp(x) sin(6x)),

kde R,(x), Sp(x) jsou nezndmé polynomy stupné p = max{n, m} a
k je rovno 0, pokud « + i3 neni kofen CHR, v opac¢ném pripadé je k
rovno ndsobnosti korenu

i) je-li b(x) = Pn(x) neboli b(x) = e P,(x), pak:

_ ) Ra(x)  pokud 0 neni kotenem CHR,
P xKR,(x) pokud 0 je k-nasobnym kofenem CHR.
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Linearni diferencidlni rovnice n-tého radu s konstantnimi

koeficienty

ii) je-li b(x) = e™Py(x), pak:

iii) je-li b(x) = e(Py(x) cos(fx) + @msin(fx)), pak
(p = max{n, m}):

e (Rp(x) cos(5x) + Spsin(Bx))

pokud « = i3 neni kofenem CHR,
xke®(R,(x) cos(Bx) + S, sin(Bx))

pokud o £ i je k-nasobnym kofenem CHR.

yp =
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Linearni diferencidlni rovnice n-tého radu s konstantnimi

koeficienty

Priklad 42

Ifieéte rovnici:

(@) y"=3y'+2y=0
(b) ¥/ 5y +6y =0,y(0)=2,y'(0) =5
(C) y//// -0

(d )y”+2y +y=x
(e) y -3y +2y = e

(f) 3y” — 2y’ = 10cos2x

.F
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Plan na 3. 1. 2020

Soustavy obycejnych linearnich diferencialnich rovnic

o zakladni pojmy
@ homogenni soustavy obycejnych linearni diferencialnich rovnic 1. fadu

@ nehomogenni soustavy obycejnych linearni diferencidlnich rovnic 1.
radu

AMA ZS 2019/2020 kombinované studium



Soustavy obycejnych linearnich diferencialnich rovnic

— soustavou obycejnych diferencialnich rovnic 1. Fadu (zkracené
SOLDR) nazyvame soustavu ve tvaru

yi(x) = ann(x)y1(x) 4 a12(x)ya(x) + - - - + a1a(x)ya(x) + b1(x)
y5(x) = a1 (x)y1(x) + az2(x)y2(x) + - - - + a2n(x)yn(x) + ba(x)

Ya(x) = an1(x)y1(x) + an2(x)y2(x) + - - - + ann(x)yn(x) 4 ba(x)

— oznacime-li
an(x) ana(x) ... ain(x) b1(x) y1(x)
a1(x) axn(x) ... a(x) b (x) ya(x)
A= : - : b= : Y= ; ’
an1(x) am(x) ... ain(x) bn(x) Vn(x)

Ize soustavu (1) psat zkracené y' = Ay + b
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Soustavy obycejnych linearnich diferencialnich rovnic

— je-li b =0, nazyva se soustava (1) homogenni, jinak nehomogenni

Véta o existenci a jednoznacnosti reseni Cauchyho Glohy pro SOLDR

Necht maticova funkce A a vektorova funkce b jsou spojité na otevieném
intervalu | C R. Potom ma pro kazdy bod (xp,y0) € / x R” Cauchyova
tloha

y = Ay +b,y(x) = yo

pravé jedno reseni definované na /.

Poznamka: Soustavy vysSich fadi Ize zavedenim novych nezndmych
prevést na SOLDR 1. ¥adu.
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Homogenni SOLDR 1. radu

— uvaZujeme homogenni soustavu
y = Ay (2)

— FeSeni soustavy (2) tvofi vektorovy prostor dimenze n

— kazdych n linedrné nezavislych reseni y1,y2,...,y, soustavy (2) na
intervalu / nazyvdme fundamentalnim systémem soustavy (2) =
obecné Feseni soustavy (2) je ve tvaru

YH =C1Y1 + CYy2 + -+ Ch¥n
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Homogenni SOLDR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty

tj. A je redlnd matice

— predpokladame-li Fedeni ve tvaru y = e*v, pak dosazenim do soustavy
(2) ziskame Av = Av, kde A je vlastni Cislo matice A a v je vlastni
vektor matice A prislusny k vlastnimu cislu A

— charakteristickym polynomem matice A nazyvame determinant
matice A — AE (E je jednotkova matice fadu n), tj.

P(\) = det(A — AE)

— vlastni ¢isla matice jsou reSeni charakteristické rovnice P(A) =0

— vlastni vektor matice A pfislusny k vlastnimu cislu A je nenulové reSeni
soustavy

(A—XE)v =0

(o je nulovy vektor délky n)
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Homogenni SOLDR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty

Priklad 43
Najdéte vlastni Cisla a prislusné vlastni vektory nasledujicich matic:
(a)
3 =2
%)
(b)
1 -1 4
3 2 -1},
2 1 -1
(c)
0 0 -2
02 0
2 0 O
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Homogenni SOLDR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty

Jak fesit homogenni SOLDR 1. faddu s konstantnimi koeficienty?
1) nalezneme vlastni ¢isla matice A - je jich n v€etné nasobnosti:

AL, A2, .- Ap
2) ke kazdému vlastnimu &islu A; uréime jedno feSeniy;, i =1,2,...,n
i) jsou-li A1, Az, ..., A\, rGzna vlastni ¢isla a vq, v, ..., v, odpovidajici

vlastni vektory, tvofi funkce

A

e’M¥yq, e

vy, .., e,

fundamentalni systém FeSeni soustavy (2)

i) jeliA=a+iBal=a—iB (a B €R) dvojice komplexné
sdruzenych vlastnich &isel s odpovidajicimi vlastnimi vektory
V=vi+ivpav=v;—ivy (vi,va € R"), tvofi funkce

e**(vy cos Sx — va sin Bx), e**(vy sin Sx + va cos Ox)

fundamentalni systém feSeni soustavy (2)
(nebo-li za redlnd Feseni stadi vzit redlnou a imaginarni slozku
feSeni odpovidajici vlastnimu Cislu A:
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Homogenni SOLDR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty

eMv = el@HBX(yy 4 jvp) = e (cos Bx + isin Bx)(vy + ivp) =
= e™(v1 cos Bx + iva cos Bx + ivy sin Sx — va sin Ox) =
= e™(vy cos fx — vasin Bx) + ie*(va cos Bx + vy sin Sx) =
= Re(eMv) = e (vy cos Bx — vy sin x)

Jm(eMv) = e®(vy cos Bx + vy sin Bx),

coz jsou funkce uvedené vyse)

AMA ZS 2019/2020 kombinované studium



Homogenni SOLDR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty

Jak fesit homogenni SOLDR 1. faddu s konstantnimi koeficienty?

iii) je-li A vlastni ¢&islo ndsobnosti vétsi nez jedna, nemame dostatecny
pocet vlastnich vektor(i = hleddme tzv. zobecnéné vlastni
vektory nasledovné:

- nalezneme takovy vektor v, pro ktery je (A — AE)?v = o, ale
(A — AE)v # o, pak je pro takovy vektor funkce

(E+ X (A - /\E))

feSenim soustavy (2)

- pokud nemame dostatecny pocet linedrné nezdvislych reseni,
nalezneme vektor v takovy, pro ktery je (A — AE)3v = o, ale
(A — AE)?v # o, pak je pro takovy vektor funkce

x2

(E + = (A AE) + 5 (A - )\E)2> v

feSenim soustavy (2)



Homogenni SOLDR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty

Jak resit homogenni SOLDR 1. faddu s konstantnimi koeficienty?
- pokud stile nemame dostatecny pocet linedrné nezavislych
reSeni, pokradujeme analogickym postupem dale (tj. je-li A
k-nasobné vlastni Cislo, provedeme tento postup
(k — 1)krat)

3) je-li {y1,y2,...,¥n} fundamentalni systém feSeni soustavy (2), je
obecné feSeni homogenni soustavy (2) ve tvaru

YH = C1Y1+ QY2 + -+ Ch¥n

3) fesime-li Cauchyho dlohu, uréime konstanty ci, ¢, . .., ¢, tak, aby byly
splnény pocatecni podminky
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Homogenni SOLDR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty

Priklad 44
Naleznéte Feseni soustavy:
(a)
1 -1 4
y=13 2 -1}y,
2 1 -1
(b)
-1 2 =3
y=15 -3 2|y
1 0 -3

(c)
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Nehomogenni SOLDR 1. fadu s konstantnimi koeficienty

— uvaZujeme soustavu y' = Ay +b, tj. y — Ay =b
Jak resit nehomogenni SOLDR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty?

1) nalezneme obecné feSeni yy pFidruzené homogenni SOLDR y’ = Ay
2) nalezneme partikularni ¥eSeni yp nehomogenni SOLDR y’ = Ay + b,
pricemz predpokladame specidlni pravou stranu b podobné jako v
pfipadé ODR s konstantnimi koeficienty, tj. véechny slozky vektoru b

uvazujeme stejného typu
~exponencidla - polynom*

i) je-li vektor b tvaru b(x) = P,(x) neboli b(x) = e%P,(x), kde
slozky vektoru P, jsou (obecné komplexni) polynomy stupné
nejvyse r-tého, pak:

_ JRi(x) pokud 0 neni kofenem char. polynomu matice A,
yP= R, «(x) pokud 0 je k-ndsobnym kofenem char. pol. mat. A,
kde R;, resp. R,1« je vektor, jehoz slozky jsou polynomy stupné
nejvyse r-tého, resp. (r + k)-tého



Nehomogenni SOLDR 1. fadu s konstantnimi koeficienty

ii) je-li vektor b tvaru b(x) = e™P,(x), kde slozky vektoru P, jsou
(obecné komplexni) polynomy stupné nejvyse r-tého, pak:

B e™R,(x) pokud A neni kofenem char. pol. mat. A,
yp ™R, «(x) pokud A je k-nasobnym korenem char. pol.

mat. A,

kde R, resp. R,k je vektor, jehoz slozky jsou polynomy stupné
nejvyse r-tého, resp. (r + k)-tého

3) obecné Feseni nehomogenni soustavy y' = Ay + b je ve tvaru

Yo=YHtYP
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Priklad 45
Naleznéte FeSeni soustavy:

(a)

2 00 3 2

y=110 2]y+|2]e™y0)=13],

10 2 1 1
(b)

(Y )y —x?

Y= 3)Y 7\ ax )
(c)
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