Priklady pro predmét Aplikovani matematika (AMA) — ¢ast 1

1. Lokalni extrémy funkci dvou a tii proménnych

Naleznéte lokalni extrémy funkci:

(a) fi: fi(z,y) =2° —Bx—i—y + 2y
(b) fo: fola,y) = 52° — 22% + 62 +
(c) fa: fa(z,y,2) =a® +y — 6zy + 22
1
(d) fa: falz,y,2 )—m3+y2+§z2—3xz—2y—|—2z
1
(e) f5: fs(z,y) = z2° =y’ +y
3
Reseni:

(a) Nejprve najdeme tzv. podezielé body, musime spocitat prvni derivace a zjistit,
kdy se rovnaji nule:

afl o 2 o
dfr

=2 2 =
oy = (z,y)=2y+2=0

7 derivace podle x dostavame z; = 1 a x5 = —1 a z derivace podle y mame
y = —1. Dostavame tak dva podezielé body: P, = [1,—1], P, = [-1,—1]. Pro
vySetfeni typu extrému (a toho, zda viibec nastavé) spoc¢itame druhé derivace:

0*f
axgl (z,y) = 6z,
0% f
0% f
Z téchto derivaci sestavime determinaty:
*fh Ph
_| 0x2 Ox0y |_ |6z 0|_
Pe=l gy o2 | =) 0 2|7
0xdy  Oy?
0*fi
D1 = 2 = 6x.

V bodé P, je Dy > 0 a D; > 0, v tomto bodé ma tedy funkce f; lokalni
minimum. V bodé P, lokalni extrém neni, protoze Dy < 0.

(b) Podeztelé body: P, = [3,0], P, = [2,0]. V bodé P, je lok. minimum, v P, lok.
extrém neni.



(c) Podezielé body: P, = [2,2,0], P, = [0,0,0]. V bodé P, je lok. minimum, v P,
lok. extrém neni.

(d) Podezielé body: P, = [2,1,4], P, = [1,1,1]. V bodé P, je lok. minimum, v P,
lok. extrém neni.

(e) Podeztelé body: P, = [0,0], P, = [1,1] a P[1,—1]. V zadném z nalezenych
bodt nenastava lokalni extrém. V bodé P, nemuzeme rozhodnout na zakladé
znamének determinant (vyjdou nula). Omezime-li se napt. na y = 0, dosta-

3

neme f5(z,0) = 3% 2 vidime, Ze uz tato Gast grafu f5 existenci lokalniho

extrému vylucuje.
Extrémy funkci dvou proménnych na kompaktni mnozZiné:
(a) Naleznéte (globalni) extrémy funkce g : g;(z,y) = 22* — 4z + 3y* — 6y + 3 na

(uzaviené) mnoziné A ohranicené trojihelnikem s vrcholy [0, 3], [0, —1] a [3, 0].

(b) Naleznéte body s nejvétsi a nejmensi funkéni hodnotou funkce gs : go(z,y) =
1+2%+y? na mnoziné (—1,1)x (-1, 1). (Jedn4 se o ¢tverec s vrcholy [—1, —1], [1,
[17 ]-} a [_]-7 1])

(c) Naleznéte (globalni) extrémy funkce g3 : g3(z,y) = 23— 3z +y> — 3y na mnoziné
(—2,2) x (—2,2).

Resenti:

(a) Podeztelé body budeme hledat nejprve uvnitf mnoziny A (hleddme lokalni
extrémy). Spocitame parcidlni derivace, polozime je rovny nule:

O,

%(:p,y) =4r—-4=0
dg o o
8—y(9€7y) =6y —6=0

a dostavame podeziely bod P, = [1, 1]. (Z druhych parcidlnich derivaci bychom
poznali, Ze se jednd o lokdlni minimum.) Parcidlni derivace vSude na A exis-
tuji, takze uvnitt mnoziny dalsi podezielé body nejsou. Nyni vySetfime hra-
nici mnoziny A. Mezi podezielé body miizeme hned zatradit vrcholy daného
trojuhelnika: P, = [0,3], P35 = [0,—1] a P, = [3,0]. Dale musime provéfit
v8echny strany. Strana s vrcholy [0,3],[0,—1] lezi na pfimce x = 0, ozna-
¢me ji jako stranu a. Dosadime z = 0 do funkéniho predpisu ¢, (z,y,2) =
20% — 4x + 3y? — 6y + 3 a dostdvadme pomocnou funkci jedné proménné y:
da(y) = 3y* — 6y + 3. (Jeji graf vznikne z grafu funkce g; omezime-li se v
jejim definiénim oboru na pfimku x = 0). Hleddme extrém této pomocné
funkce(tj. jeji derivaci polozime rovnu nule): ¢/ (y) = 6y — 6 = 0, takze y = 1
a dostavame dalsi podeziely bod Ps = [0,1]. Déale postupujeme analogicky:
strana b s vrcholy [0, 3], [3, 0] lezi na pfimce y = 3 — x, po dosazeni dostavame

gp(z) = 52? — 16x + 12, derivaci polozime rovnu nule: g;(x) = 10z — 16 =0 a

16 14
dostavame dalsi podeziely bod Py = [1—0, E] lezici na strané b. Zbyva strana c

urcend vrcholy [0, —1], [3, 0] lezici na pfimce y = 3%~ 1. Po dosazeni a tpraveé:



7 14 12
ge(x) = §$2 — 8412, gl(x) = 3~ 8=0azx= - Posledni podeziely bod
12 =5
je Pr = [—, —]. K nalezeni extrému staci spocitat funkéni hodnoty v naleze-
nych podezielych bodech a vybrat body s nejvétsi a nejmensi funkéni hodnotou:
8
gi(P1) = =2, gi(P2) = 12, g1(P3) = 12, g1(Py) = 9, g1(F5) = 0, g1 (Fs) = 10

384
a g1(Pr) = 0 = 7,8. Z toho vidime, Ze funkce g; mé4 na mnoziné A dvé ma-

xima: v bodech P, a P3 s funkéni hodnotou g;(P,) = ¢1(Ps = 12 a minimum v
bodé P; s funkéni hodnotou ¢, (P;) = —2.

(b) Minimum v bodé [0, 0], ¢2(0,0) = 1, maximum ve vrcholech [—1, —1], [1, —1],
[1,1] a [—1,1], g2(1,1) = 3.

(¢) Minimum v bodech [1,1], [-2,1], [-2,—2] a [1,—2], ve v8ech téchto bodech
je funkéni hodnota rovna -4. Maximum je v bodech [2,2],[-1,2], [-1,—1] a
[2, —1] s funkéni hodnotou 4.

2. Dvojny a trojny integral

Spocditejte dvojné integraly:

(a) I = [[,sinx -y dzdy, kde mnozina A je obdélnik (0,7) x (0,2),
(b) I, = [[;2*\/y dzdy, kde mnozina B je obdélnik (1,2) x (0,4),
(¢) I3 = [[.(z +y)dzdy, kde mnozina C je mnoZina omezené kiivkami z = 0,
y=a% x+y=2proxz >0,
2
(d) Iy = [[, x_2 dzdy, kde mnozina D je mnozina mezi kiivkami xy = 1, y = 4x a
Y

r =3,
1
(e) I = [/, o] dzdy, kde mnozina F je mnozina mezi y = 2x — 2% ay = —2x.
x
Reseni:

(a) Meze pro integraci jsou 0 < z < m a 0 < y < 2, protoZe obé proménné
maji konstantni meze, je poradi integrace ve dvojnasobném integralu libovolné,
budeme integrovat nejprve napi. podle x:

2 s
Il—// sinx~ydxdy—/ [/ sinx - y dz]dy,
A o Jo

Vnitini integral je podle x, y se bere jako konstanta:

2 T 2 L
/ [/ sinz - ydz]dy = / [y - / sin z dx]dy =
o Jo 0 0

2 2
=/ y‘[—cosw]gdy:/ 2ydy = [y*]5 = 4.
0 0

112
(b) Meze pro integraci jsou 1 <z <2 a0 <y < 4. Integrél I, = 5



(c) Integra¢ni obor C' popiSeme jako obrazec typu: 0 <z <laz?<y<2-—z.

89
I3 = —.
°7 60

1
(d) Integraéni obor D je vyhodné&jsi popsat jako obrazec typu I: 3 <zr<3a

1 1225
—<y<drx. I, =——.
=Y =TT gy

3
(e) Integraéni obor F: 0 <z <3, —z <y <2x— 22 I = §ln 10 4+ arctan 3 — 3.

Spocitejte trojné integraly:

(a) I = [[[,(z + yz) dedydz, kde mnozina A = (0,1) x (0,1) x (0,2).

(b) I, = [[[ydedydz, mnoZzina B je mnoZina mezi rovinami = 0, y =0, 2 =0
ax—+2y+z=4.

(¢) I3 = [[[.(1 — 2z)dazdydz, kde C' je mnoZina mezi rovinami z = 0, = 2,
y=1,z2=0az=uy.

Resenti:

(a) Mnozina A je kvadr, meze pro integraci pres A jsou proto0 <z <1,0<y <1
a 0 < z < 2. Integral prevedeme na trojnasobny integral, integrovat muzeme
v libovolném potadi napr. takto:

I :///A(QH—yZ) dxdydz:/02{/01[/01(x+yz)dx]dy}dz.

Postupné budeme pocitat vnitini integraly, nejdrive:

2

1
x 1
/ (x +yz)de = [5 + zyz)y = 5 vz
0

Tento vysledek nasledné integrujeme podle proménné y v mezich od 0 do 1:

1 2
1 1 Y 1 1
/0(2+yz)y [2y+2z]0 5t 3%
Tteti integrace je podle proménné z v mezich od 0 do 2. Tento posledni, vnéjsi
integral nam jiz da vyslednou hodnotu trojného integralu I;:

2
1 1 1 1
(z+=2)de=[z2+-2P=1+1=2=1,.

/02 2 27 470

1
(b) Meze pro integraci pfes mnozinu B: 0 <z <4, 0<y<2— 5% a
8
0<z<4—2x—2y (mozné jsou i jiné varianty). Iy = 3
(¢) Meze pro integraci pres mnozinu C' : 0 <2 <2 0<y<lal0<z<y.
I; = —1.



Pomoci polarnich souradnic spoc¢téte nasledujici integraly:

(a) I = [[, /2?4 y? dzdy, kde mnoZina A je horni polovina kruhu o poloméru

tfi a se stfedem v pocatku.

(b) I, = [[4(1 + x) dzdy, kde mnozina B je mnoZina ohranicend kruznicemi
?+yt=lax?+y’=4

(c) Is= [, \/ﬁ

Resenti:

dzdy, kde mnozina C je kruh (z — 1)* +¢* < 1.

(a) Protoze integracni obor A je horni polovina kruhu, hodi se pro jeho popis
polarni soutadnice. Zavedeme substituci x = pcosy a y = psiny a v novych
soutadnicich p a ¢ popiseme mnozinu A: 0 < p <3 a0 < ¢ < m. Mame vse

pripraveno pro substituci:

11=// \/a:2+y2dxdy=// \/(Qcosw)2+(gsinw)29dgds0=// 0* dodyp,
A A 4

a vnikly integral spocitame:

T 3 7r1 T
//QQdeSOZ/ [/ QQdQ]dwz/ [ggg]gdsoz/ 9dy = 9.
A 0 0 0 0

(b) Meze pro mnozinu B: 1 < p<2a0<p<2r. [, =3m7.

7 T
(¢) Meze pro mnozinu C: —3 < p< 5 a0 < p < 2cosp. Vypocet dava I3 = 4,

pocitame ovsem integral, ktery podle definic, které pouzivame, neexistuje.
Aplikace dvojnych a trojnych integralu

(a) Odvodte vzorec pro vypocet obsahu kruhu s polomérém R.

(b) Spocitejte obsah obrazce ohrani¢eného tzv. kardioidou, tj. kfivkou s rovnici

p =1+ cosp, kde p € (0, 2m).

h(z,y) = 1.

(d) Spocitejte objem télesa ohrani¢eného plochami x +y+2=1,2=0,y =0 a

z=0.

(e) Spocitejte hmotnost télesa ohrani¢eného plochami z = 4 — 2? — y? a 2z =

Hustota télesa je h(x,y, z) = 5.

(f) Spoditejte objem télesa ohrani¢eného plochami z = 4 + 22 + ¢, . —y =

r=0,y=0az=0.
Reseni:

(a) S =mR%

(b) S = [[,1dady, (K je zadany obrazec), meze v polarnich soufadnicich: 0 <

3
<p§27ra0§p§1+coscp.5’:§7r.



(c) Desku interpretujeme jako mnozinu z% + y? < 1 a z > 0. Protoze hustota je
konstatni a tento obrazec je symetricky podle osy y, je xr = 0. Druhou sou-

1

fadnici vypocteme takto: yr = — ffA ydady, (A je dany ptilkruh). Hmotnost
m

m spocitdme jako m = S - h = g (hustota integrél (tzv. staticky moment) je

2
roven I = —. Po dosazeni tedy yr = —.
3 3m

(d) V = [[[;1dazdydz, kde B je zadané téleso. Meze pro integraci jsou 0 < x < 1,
0<y<l—za0<z<1-—2—ya integral vyjde V = é Lze pocitat i bez
pouziti integrace podle vzorce pro objem daného typu télesa.

(e) m= [[[,h(z,y,z)dzdydz = [[[,5dzdydz, kde C je zadané téleso. Meze pro

integraci ve valcovych soufadnicich: 0 < p <2, 0< p <2ra0< 2z <4 — o
Integral dava m = 40x.

(f) V= fffD 1 dzdydz, kde D je zadané téleso. Meze pro integraci jsou 0 < z < 1,

13
x—1§y§0a0§z§4+$2+y2.V:€.

3. Krivkovy integral (1. druhu)
(a) [,(z* +y?)ds, kde kiivka a je usecka spojujici body [0,0] a [1, 1].
8
(b) J, il ds, kde kiivka b je ¢ast grafu funkce y = x? mezi body [1,1] a [2, 4].
T

(¢) [,/ (224 y?)ds, kde ¢ je kruznice se stfedem v pocatku a s polomérem 2.
t3
(d) Spocitejte délku smycky d zadané parametrickymi rovnicemi x = t> ay = t——

3
prot € <—\/§, \/§>

(e) Spocitejte délku jednoho zavitu Sroubovice e: x = cos(t), y = sin(t), z = t.
Resent:

(a) Nejprve potfebujeme nalézt parametrické rovnice kiivky, po které se integruje:
r =tay=tprot € (0,1). Dale plati ds = /24 92dt = /2dt, kde
tecka znaci derivaci podle t. Do integralu dosadime za x, y a ds a dostaneme:

[ +y?) ds = [ 2t>V/2dt = 2\/5[%5 = g\/ﬁ

(b) Parametrické rovnice pro kiivku b: x = t a x = t*> pro t € (1,2). ds =
8 2 -
Vit 2 dt = VIt aPdta [, 2 ds = [28tV/T+ 42 dt = S(VIT - V).
T

(c) Parametrické rovnice pro kruznici ¢ jsou nap¥. z = 2cost a y = 2sint pro t €

(0,27). ds = \/@% + g2 dt = Vdsin®t + 4dcos?tdt = 2dt a [ /(22 + ¢?)ds =

fo% 4dt = 8.
d) Pro délku [ plati: I = [,1ds = 4/3.
d

(e) Délku kiivky spocitame jako [ = [ ;L ds. Pocitame délku jednoho zavitu, vez-
meme napf. ¢t € (0,27). Jednd se o kiivku v prostoru, takze plati: ds =
Vi + 2 + 22dt = v/2dt a délka kiivky vyjde po integraci [ = 2v/27.




4. Linearni diferencialni rovnice 1. fadu Reste nasledujici rovnice:

(
(
(

(c

a
b

)
)
)
d)
)

Yy +y=e" y0) =1

= 20y — 207, y(0) — 2

Yy — iy =z proxz € (0,+00), y(1) =4
Yy +2xy =e*(2x+ 1), y(0) =3

() ¥ +sinzx -y = e y(0)=1

Reseni:

(a) Jedna se o rovnici s po¢ateéni podminkou, tzv. Cauchyovu tlohu. Resit budeme

ve tfech krocich.

Nejprve vyfesime homogenni rovnici ' +y = 0 tzv. separaci proménnych. Pou-
Zijeme zapis ¢y = —y, takZe mame rovnici -2 +y = 0 a upravujeme tak, aby na
jedné strané rovnice byly ¢leny obsahujici y a na druhé strané ¢leny obsahujici
proménnou = (a dzr a dy v Citateli)-tzv. separace. Dostdvame postupné

dy _ _
dr 4
dy = —ydx
d
LA
Y

V tuto chvili mizeme obé€ strany integrovat:

o)

a dostavame In |y| = —x + k, |y| = e *** = e7%ek = ce™®, oznadili jsme c = e
(v tuto chvili je tedy konstanta ¢ kladnd). Proto y = ce™™, nyni ovSem ¢ € R.
Tim jsme vytesili prislusnou homogenni rovnici a mame yy = ce . (Protoze
se jednd o rovnici s konstantnimi koeficienty, mohli jsme homogenni rovnici
fesit i pomoci tzv. charakteristické rovnice.)

Druhy krok bude spocivat v nalezeni tzv. partikularniho feseni rovnice se zada-
nou pravou stranou. Pfedvedeme feseni pomoci tzv. metody variace konstanty
(protoze jde o rovnici s konstantnimi koeficienty, lze pouzit i feSeni pomoci
specidlni pravé strany). Predpokladame, Ze partikularni feseni bude mit tvar
stejny jako homogenni feseni, ovSsem konstanta ¢ bude nyni neznama funkce,
kterou budeme muset najit: yp = c¢(x)e *. Nezndmou funkci budeme hledat
tak, ze yp dosadime do na$i rovnice. Dostavame (yp derivujeme jako soucin)
de™ — ce™® + ce™® = e*. Cleny obsahujici ¢ se vzdy musi odecist. Ziistava
de " = ¢, z Cehoz vyjadiime ¢: ¢ = e"e* = e** ac = [ddr = [e*dx = %ezx.
Hledame jedno konkrétni feSeni, takze integracni konstantu v poslednim inte-
gralu klademe rovnu nule. Kdyz méme funkci ¢ = ¢(x), vratime se k partiku-

z _ 12z, ,—x __ 1

larnimu feseni a dosadime: yp = ce™™ = je*“e™" = je”. Plati, Ze vSechna

feSeni rovnice (bez pocateéni podminky, tzv. obecné feSeni) jsou ve tvaru

k

xT

x

1
Y=Y +yp= ce‘m+§em-



ProtoZe mame zadanou poc¢aétecni tlohu y(0) = 1, hledame jesté hodnotu kon-
stanty c tak, aby tato podminka byla splnéna. Do obecného reseni dosadime
r=0ay=1amamel =c+ %, takze c = % a Teseni nasi Cauchyovy tlohy je

1, 1
y=se "+ e’

(b) y=3e" —1—2a?

(c) y = 3z + 22

(d) y = 2e % +e*(2z + 1)
)

— éecosa; + et T

5. Linearni diferencialni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty a
specialni pravou stanou

(a) v — 4y = 4x

(b) ¥+ vy — 2y = 3xe”
(c) ¥ — 4y +4dy = 2?
(@) "y = e

(e) ¥ +9y=2*+1
0 "y =1
Reseni:

(a) Nejprve Fesime homogenni rovnici y” — 4y = 0. Vyfesime tzv. charakteristickou
rovnici A2 —4 = 0, dostaneme kofeny \; = 2 a Ay = —2. Na zakladé toho sesta-
vime feSeni homogenni rovnice yz = c1e** + coe™2%. Partikuldrni feSeni rovnice
s pravou stranou sestavime podle vzorce ve tvaru yp = Ax + B. Konstanty A
a B zjistime tak, ze yp dosadime do rovnice a dostaneme —4Ax — 4B = 4z,
odtud A = —1 a B = 0, takze yp = —z a vSechna TeSeni nasi rovnice maji tvar
Y= yu +yp = c1e?® + coe” — 1.

(b) y = c1e® + coe™ 2 + ex(%xz — %x)

() y = 1™ + cowe™ + 3 (227 + 4x + 3)

(d) y=cie” + coe ™ 4¢3+ 2>

(€) y = c1c083x + cosin 3z + 2% + &

(f)

f) y=c1+ cox + czcosx + cysine + 112



