1 Euklidovsky prostor

Pro potieby zpracovani vice ¢isel najednou zavadime pojem usporaddané n-tice. Usporadand n-tice
je tvofena redlnymi ¢isly x1, xo, ..., z,, kterd zapisujeme do hranaté zavorky: [z1,x9, ..., zy]. Slovo
uspofadand v ndzvu znamend, ze nam zalezi na poradi. [1,2,3] je usporadana trojice, [3,2,1] je
jind usporadand trojice — ¢isla maji jiné poradi. Dvé usporadané n-tice se rovnaji, pokud se rovnaji
vSechna éisla na odpovidajicich si pozicich. Z podminky pro dvojice [z,y] = [1,2] plyne z = 1 a
y = 2. Mnoziné vsech n-tic realnych ¢isel budeme fikat n-rozmérny prostor, jednotlivym n-ticim
budeme fikat body n-rozmérného prostoru: X = [z1,79,...,2,]. Cisla z1,29,...,2, se nazyvaji
soufadnice bodu X.

Dvourozmérny prostor nazyvame rovina, body v roviné i v geometrii nebo v linedrni algebfe
bézné stotoznujeme s dvojicemi ¢isel, napf. A = [1,2]. V dvourozmérném a trojrozmérném prostoru
je uziteéna geometrickd predstava, na druhou stranu budeme bézné pracovat i s vicerozmérnymi
prostory, kde uz takova primocard geometrickd predstava mozna neni. To ale nevadi, body napft.
pétirozmérného prostoru jsou pro nas usporadané pétice ¢isel, ”obrazek”k tomu nepotiebujeme.

Pro dalsi pouziti budeme potfebovat do n-rozmérného prostoru zavést méreni vzdalenosti. V
roviné méfeni vzdalenosti dvou bodt souvisi s Pythagorovou vétou. Vzdalenost bodu X = [z1, 2]
a'Y = [y1,y2] znaéime d(X,Y) a plati d(X,Y) = /(21 — y1)2 + (22 — y2)2. Nakreslete si obrazek!
Tento vztah zobecnime a v n-rozmérném prostoru pocitdme vzdalenost bodt X = [x1,x9,. .., Ty
aY =[y1,y2,- -, Yn) jako

AX,Y)=(x1 —y1)2+ (w2 — y2)% + - + (T — 12)2.

n-rozmérny prostor vybaveny mérenim vzdalenosti nazyvame n-rozmérny Euklidovsky prostor a
znacime F,,. F; si mtzeme predstavovat jako pfimku s béZznym méfenim vzdalenosti, Fo jako rovinu
a Fs3 jako bézny trojrozmérny prostor.

2 Vektory

Kromé bodd budeme pracovat také s veli¢inami, které jsou kromé své velikosti charakterizovany
také smérem, jsou to tzv. vektory (ty bychom méli znat z geometrie nebo z fyziky). Vektor urcuji
dvojice bodi: bod, ve kterém vektor zacina, a bod, ve kterém vektor konci. Vektor si mtizeme
predstavovat jako ”Sipku” (orientovanou tsecku) z pocéatecniho bodu do koncového bodu.

Budeme pracovat s tzv. volnymi vektory. Vektor mizeme libovolné posunout a potrad se bude
jednat o stejny vektor — bude mit stejnou velikost i smér. Rzné dvojice bodi tedy mtizou urcovat
stejny vektor. Body A = [a1,a2,...,a,] a B = [by,ba,...,b,] uréuji stejny vektor jako body C' =
[c1,¢2,...,cn) a D =[dy,da,...,dy,], jestlize plati by —a; =dy —c1, ba—ag =da—cay ..., by —ap =
dn — ¢,. Tyto rozdily se nazyvaji souradnice vektoru. Také vektor tedy muizeme zapisovat jako
usporadané n-tice ¢isel. Pfikladame jim ale trochu jiny vyznam. Abychom vektory odlisili od bodd,
zapisujeme jejich soufadnice do kulatych zavorek. Vektory znac¢ime tucné x, v ru¢né psaném textu
oznacujeme Sipkou: Z, a piSeme tedy & = (z1,x2,...,2,). Pro vektor z poc¢atecniho bodu A =
[a1, a2, ...,a,] do koncového bodu B = [by,bs, ..., b,| dostdvame x = (b —a1,by — a9, ..., by, — ay).
Symbolicky také piseme = B — A. Rozdilem bodi B — A tedy rozumime vektor, ktery smétuje z
bodu A do bodu B.



2.1 Priklady
1. Naleznéte soufadnice vektoru sméfujiciho z bodu A = [3,1,1] do bodu B = [5,5,0].
Hledany vektor ziskdme jako x = B — A = [5,5,0] — [3,1,1] = (2,4, —1).
2. Jsou vektory z C = [7,1] do D = [6,2] az E = [2,3] do F' = [1,4] stejné?
y=D—-C=(-1,1)az=F— E = (—1,1), takze y = z. Nakreslete si obrazek.

3. Naleznéte souradnice vektoru sméfujiciho z bodu X = [1,1,1,1,1] do bodu Y = [4,5,0,7, —1].
Hledany vektor ziskdme jako a =Y — X =[4,5,0,7,—1] —[1,1,1,1,1] = (3,4, —1,6, —2).

Vektory (patfici do stejného prostoru) mizeme séitat a to tzv. po slozkich: (x1,zo,...,2,) +
(Y1,Y2, -+ Yn) = (T14+Yy1, T2+Y2, - - ., Tn+yn). Takze napt. (1,1,1,1)+(1,2,3,5) = (2,3,4,6). Ve ste-
jném duchu funguje i ndsobeni vektoru ¢islem (tzv. skaldrem): a(z1, x2, ..., zy,) = (ax1, a9, . .., Qxy).

Spocitejme tieba 5(1,2,3,4) = (5,10, 15, 20).
Velikost vektoru @ oznaéime ||z|| definujeme jako vzdalenost jeho krajnich bodt, pro vektor
x = (r1,22,...,2,) tedy plati

lell = /a2 + a3+ + a2
Vektory, které maji velikost 1, se nazyvaji jednotkové. Existuje jediny vektor, ktery mé velikost
nula. Je to tzv. nulovy vektor o = (0,0,...,0). Casto budeme k zadanému vektoru potiebovat

vektor stejného sméru (a orientace), ktery bude jednotkovy. Vektor a = (5,12) neni jednotkovy:
lla|| = V5% + 122 = 13. KdyZ ho vynésobime 7; (pievracena hodnota velikosti) dostaneme vektor

13(5 12) = (1—3, 1—3) Velikost tohoto vektoru je \/(E) < ) =\ — + =4/ — 16 =1

Zapamatujme si, ze jednotkovy vektor stejného sméru, jako ma dany vektor a, spomtame

1
ayg = ——a
lal|

K meéfeni vektori mé velmi blizko tzv. skaldrni soucin vektorti. Skalarni se mu Fiké proto, Ze
vysledkem je ¢islo—skalar. Pro vektory « = (z1,29,...,2,) a y = (y1,¥2,-..,Yn) definujeme

T -Yy=z1y1 +T2Y2+ -+ TplYn-

Pro vektory @ = (1,2,3,—4) ay = (2,2,2,2) pocitdme -y = 1-2+2-2+3.2—4-2 = 2+4+44+6—-8 = 4.
Vsimnéme si, ze plati: ||x|| = v/x - . Pomoci skalarniho sou¢inu mtzeme definovat také odchylku
nenulovych vektoru jako ¢islo ¢ € (0, 7), pro které plati

Cosp = —————.
][ - [yl

T
Protoze cos 5= 0 a jmenovatel byt nula nemtze, jsou dva vektory  a y kolmé, jestlize - y = 0.



3 Funkce n-proménnych

Pro pfirozené ¢islo n a mnozinu D lezici v prostoru F,, definujeme funkci n-proménnych na mnoziné
D jako predpis, ktery kazdému bodu X € D pfifadi realné ¢islo z. Pro X = [z1, x9, . .. x,] zapisujeme

z = f(X)nebo z = f(x1,x2,...,x,). Specidlné pron = 2 piseme z = f(z,y) a pro n = 3 zapisujeme
u= f(z,y,2). Pron =1 dostavame ”klasické” funkce jedné proménné y = f(x). Pro n > 3 uz pak
nepouzivame rtzné pismena abecedy, ale indexované =i, xs, ..., Ty,.

Mnozina D se nazyva defini¢ni obor funkce. Mnozina vsech z, pro které existuje X € D takové,
ze z = f(X), se nazyva obor hodnot funkce.

Graf funkce n-proménnych z = f(x1,x9,...,x,) je mnozina bodu [z1,x2, ..., Ty, f(X)] pro X €
D resp. jeji grafické znazornéni. PovS§imnéme si ale, Ze pro grafické znazornéni funkce n proménnych
potfebujeme n + 1 rozmérny prostor. O grafech budeme tedy hovofit pouze pro n = 1 (jde o
grafy funkce jedné proménné, které kreslime do roviny—2-rozmérny prostor) a pro n = 2. Tyto
grafy budeme kreslit do prostoru: kazdému bodu v roviné [z, y] pfitazujeme tieti hodnotu: funkéni
hodnotu z = f(x,y), kterou vynasime na osu z. Vice o funkcich dvou proménnych a jejich grafech
pojedname ve video pfednasce. Pro n = 3 uz je graf ¢tyfrozmérny a nebudeme se tim tedy zabyvat.

Pro studium funkei vice proménnych jsou uziteéné (jak zdhy uvidime) tzv. parcidlni funkce.
Jednd se o funkce jedné proménné, ty dobfe zname, vime jaké maji grafy a jak se derivuji. Pro funkei
z = f(x1,29,...,2,) abod A= ay,as,...,a,| jejiho definiéniho oboru definujeme parcidlni funkce
takto: fi(x1) = f(x1,a2,...,an), fo(x2) = f(ar,22,a3,...,an), ..., ful®n) = fla1,a2,...,an_1,2n).
Do puvodni funkce n-proménnych dosadime za vSechny proménné kromé jedné souradnice zadaného
bodu a dostaneme tak funkci jedné proménné. Napt. pro f(x,vy,2) = 2%y + y?2z a bod A = [1,3,2]
dostaneme parcialni funkce:

fo(z) = f(x,3,2) = 223 + 322 = 322 + 18,

fuy) = f(1,9,2) = Py +y°2 = y + 247,
fo(2) = f(1,3,2) = 123+ 3%2 =3 + 92.

Vysledny tvar zalezi jak na zadané funkci f, tak i na volbé bodu A.

%



4 Okoli bodu, oteviena a uzaviena mnozina

Okolim bodu A € E, s polomérem ¢ rozumime mnoZinu vSech bodu X € FE, jejichz vzdalenost
je od bodu A mensi nez 0: {X € E,, : d(A,X) < d}. Pro n = 1 je okolim bodu a na ¢iselné ose
otevieny interval (a — d,a 4 0). Pro n = 2 je okolim bodu A v roviné vnitfek kruhu o poloméru § se
stfedem v A a pro n = 3 je okolim bodu A v prostoru vnitfek koule se stfedem A s polomérem §.
Okoli bodu pouzivame k popisu vztahu polohy bodu viéi mnoziné: Bod A je vnitini bod mnoziny
M, jestlize existuje okoli bodu A takové, ze celé toto okoli patii do mnoziny M. (Viz obrazek: A
je vnitfni bod mnoziny M, B je vnitini bod mnoziny N, B a C' nejsou vnitfni body mnoziny M.
Cérkovana ¢4ra neni sou¢asti mnoziny, kterou ohrani¢uje.) Mnozina, jejiz kazdy bod je vnitini, se
nazyva oteviend. Mnozina M na obrazku oteviend neni, protoze B € M neni vnitini. Mnozina N
stejné jako vSechna naznacena okoli jsou oteviené mnoziny.

Bod B je hranicni bod mnoziny M, jestlize kazdé okoli bodu B obsahuje body mnoziny M i
body, které do M nepatfi. (Opét viz obrazek.) Mnozina, kterd obsahuje vSechny své hrani¢ni body,
je uzaviena. Mnozina M na obrazku je uzaviend, mnozina N uzaviend neni. Neobsahuje zadné své
hrani¢ni body.

Pomoci pojmu okoli se zavadi pojmy jako limita nebo spojitost funkci vice proménnych. Limitami
se zde vubec zabyvat nebudeme, pro ilustraci uvedu pouze definici spojitosti: fikame, ze funkce f
n-proménnych je spojitd v bodé A € E,,, jestlize ke kazdému okoli V' funkéni hodnoty f(A) existuje
okoli U bodu A takové, ze pro kazdé X € U je f(X) e V.



