1 Polynomy
Polynomem stupné n nad télesem R (v proménné x) rozumime vyraz
p(x) = ana” + an_12" " + - + gz’ + a1z + ag,

kde n je pfirozené Cislo, ay,...,aq jsou readlné konstanty a a, # 0. Stupen polynomu je tedy ¢islo
n udavajici nejvyssi mocninu z, kterd se v polynomu ”opravdu”vyskytuje. Napt. p(z) = 2z — 1
je polynom stupné 1 (obecné budeme za polynomy stupné 1 povazovat vSechny linedrni funkce
s nenulovou smérnici). ¢(x) = 02° 4+ 2z — 1 je také polynom stupné 1: 02° = 0 a nejvyssi mocnina
x je potad prvni. Kvadratické funkce jsou pak polynomy stupné 2. r(z) = x* + 27 — 16 je polynom
stupné 7 a s(x) = 5 je polynom stupné 0 (¥ = 1).

Kofenem polynomu p(z) nazyvame (prozatim redlné) cislo a takové, ze p(a) = 0 (je to takové
¢islo, ze kdy# ho dosadime do polynomu za x, tak vyjde 0). Kofeny polynomu p(z) = 22 + 6z — 7
jsou feSenim rovnice 22 + 6x — 7 = 0 tj. &isla 21 = 1 a x9 = —7. U kvadratick§ch rovnic jsme vidéli,
Ze koreny souvisi s tzv. rozkladem na korenové cinitele a ze plati:
p(xr) = 22+ 62 — 7 = (v — 1)(z + 7). Takto to funguje i pro polynomy vyssich stupnt a tyto
rozklady budeme potfebovat. Situaci ale komplikuji dva problémy: z feSeni kvadratickjch rovnic
vime, Ze kvadratické polynomy se zadpornym diskriminantem nemaji (redlné) kofeny a nedaji se
proto rozkladat. Tento problém vyresime pozdéji pomoci tzv. komplexnich ¢isel.

Druhym problémem je, Ze hledat kofeny (bez pouziti vypocetni techniky) polynomi vyssich
stupnid muize byt tézké. Zname pouze vzorec na feSeni kvadratické rovnice a jakmile bude stupen
vyssi, nebude moci kofeny obecné najit. Napf. vzorce na FeSeni tzv. kubickych rovnic (s polynomy
stupné 3) jsou dost slozité a od stupné 5 dokonce zadné vzorce neexistuji.

Shrnuti: ¢islo « je kofen polynomu p(z) pravé tehdy, kdyz (z — «) déli polynom p(z). (O déleni
polynomt pojedndme niZe.) Nejvyssi pfirozené ¢islo ¢ takové, ze (x — a)t d&li p(z) se nazyva nésob-
nost kofenu a.

1 a —7 jsou jednonasobné koteny p(z) = 2%+ 6x—7 = (v —1)(x+7), protoze (x —1) resp. (x+7)
déli p(z) pouze v prvni mocniné. p(x) neni délitelné (z + 7)? ani (z — 1)2. Pokud mame k dispozizi
rozklad na kofenové ¢initele, odpovidaji nadsobnosti kofent mocnindm odpovidajicich zavorek: napft.
—7 je jednonédsobny kofen, protoze (x + 7) je v rozkladu jednou: v prvni mocniné.

Pro nalezeni kofent polynomu q(x) = x% — 423 + 622 — 42 + 1 je tfeba si uvédomit, ze plati
q(z) = 2* — 423 + 622 — 4z + 1 = (x — 1)*. Jedinym kofenem je tedy é&islo 1 a je to Etyinasobny
kofen, protoze zévorka (z — 1) je v g(x) obsaZena ve ¢tvrté mocniné. ¢(z) je délitelné (z — 1)%.

Pomoci nalezenych kotfent lze polynom postupné rozkladat, problémem jsou ale jiz zminované
kvadratické polynomy se zapornym diskriminantem a celkové tedy plati: kazdy polynom p(z) nad R
stupné alespori 1 se da psat jakou souéin konstanty, linedrnich polynomt (tzv. kofenovych ¢initela
(x — ;) odpovidajicich kofentim «; polynomu p(x)) a nerozlozitelnych kvadratickych polynomu (se
zépornym diskriminantem).

Pokud nahlizime na polynomy jako na funkce, miZeme je standardnim zpusobem derivovat i
integrovat. Oba tyto procesy jsou pro polynomy zcela bezproblémové. Zajimavéjsi situace nastane
pro tzv. racionalni funkce.



2 Racionalni funkce

Racionalni funkci nazyvame funkci ve tvaru

kde p(x) a g(z) jsou polynomy. Pokud je stupen polynomu v ¢itateli ostfe mensi nez stupen polynomu
ve jmenovateli, nazyva se racionalni funkce ryze racionalni. V ostatnich piipadech jde o neryze

racionalni funkeci.

1 3 3z +5
flz) = % ag(r) = * 1 jsou ryze raciondlni funkce, funkce h(x) = 5x + .
p— x —
11—z

o
3+ a2 —5x+6 . . . .
Kazdou neryze racionalni funkci lze psat jako soucet polynomu a ryze racionalni funkce. Toto

vyjadieni budeme potiebovat a ziskdme ho vydélenim polynomu v citateli a jmenovateli — postup
uvedeme v prislusné kapitole.

o a k(x) =
4

jsou neryze racionalni.

3 Integrace racionalnich funkci

Budeme se zabyvat integraci racionalni funkce, potfebné postupy ilustrujeme na feSenych prikladech.
Integrace racionalnich funkci probiha v nasledujicich krocich:

1. Pokud se nejednd o ryze racionalni funkci (stupen polynomu v ¢itateli je stejny nebo vétsi
neZ stupen polynomu ve jmenovateli), musime nejprve vydélit ¢itatel jmenovatelem. Tim
vyjadiime neryze racionalni funkci jako soucet polynomu a ryze racionalni funkce. Polynom
integrujeme snadno, integraci ryze racionalni funkce se zabyva dalsi text.

2. Rozlozime polynom ve jmenovateli na soucin kofenovych c¢initelti a nerozlozitelnych kvadrat-
ickych polynomt. Toto miize byt dost ndrocné a jmenovatel byva zadan uz v rozlozeném tvaru.
U kazdého kvadratického polynomu je ale vzdy nutné spocitat diskriminant a ovefit, zda je
opravdu nerozlozitelny (diskriminant je zaporny)! V pfipadé nezadporného diskriminantu je
nutné kvadraticky polynom rozlozit.

3. Dle rozkladu polynomu ve jmenovateli rozlozime na parcidlni zlomky.
4. Kazdy parcialni zlomek integrujeme. Integrace je u kazdého tvaru parciadlniho zlomku mozna.

Kazdou fazi si nyni podrobnéji rozebereme.



4 Déleni polynomu

Racionéalni funkce
203 + 322 —x 41

T —2
neni ryze raciondlni: stupen v citateli je 3, stupenn ve jmenovateli 1. Pfed dalsimi vypocty tedy
musime délit (223 + 322 —x+1) : (x —2). Délime vedouci ¢len délence (séitanec s nejvyssi mocninou
7, zde 22°) vedoucim ¢lenem délitele (zde x). Vysledek ¢aste¢ného déleni 223 : x = 222 napiSeme
jako ¢ast vysledku:

(223 +32% —x 4+ 1) : (z — 2) = 222

Césteénym podilem 222 vynasobime délitele: 222 - (z — 2) = 223 — 422 a vysledek odecteme od
puvodniho délence a dostaneme zbytek po déleni. Pokud pocitame spravné, vedouci ¢len se odecte a
stuperi polynomu (zbytku) se tak snizi. Takto pokracujeme déle (délime zbytek ptivodnim délitelem),
dokud stupen zbytku neni mensi nez stupen délitele. Po prvnim kroku tedy:

(223 +32% —x 4+ 1) : (z — 2) = 222
—(22% — 42?)
Tx -z +1

Po této fazi je tedy zbytek po déleni 722 — x4 1. Protoze jeho stupeti neni mensi nez stupen délitele
x — 2, pokra¢ujeme v déleni stejnym sptisobem. Protoze 722 : + = 7z, dostaneme po dalsim kroku
(zpétné nasobime novym podilem 7x):

(223 + 322 —2+1): (x—2) =222 + 7

— (2% — 42%)
Tr? —x 41
— (722 — 14x)

13z +1

Protoze zbytek stale jesté nema mensi stupen nez délitel, pokracujeme stejnym zpusobem:

(223 +32% —x4+1): (z—2) =222 + Tz + 13

—(22° — 42?)
7r? —x+1
— (72? — 14x)
13z +1
— (13z — 26)
27

Ted uz je stupen zbytku (27) mensi nez stupen délitele, mame tedy vysledek v této podobé:
(22% + 322 — x4+ 1) : (x — 2) = 222 + Tz + 13 se zbytkem 27. To znamena

203 +32% —2x 4+ 1= (x —2)- (222 + 7z +13) 4 27.



Pro dalsi vypocet to zapiseme takto:

223 + 322 — 1 27
A S P SR ORI P S L

r—2 r—2

Je zfejmé, Ze po provedeni déleni dostavame u této funkce tvar, ktery piijde velmi snadno integrovat.

vy

4.1 Cviceni:

Ovéfte (pomoci déleni ¢itatel:;jmenovatel na levé strané), ze plati:

4
x* 4+ 8x 8r +1
1 Y5——=22+1
2 -1 v +x2—1’
2% + 822 — 16 13
v o x:x3—x2+5x—13—|— )
2 + 2 r+1
5 4 3 2
1 1
3‘M2x2+x+1+w:x2+x+l+_’
3 —1 -1 z—1
5 3
-2
4.m7x:x3+2x.
2 -1

5 Rozklad polynomu ve jmenovateli

Rozklddani polynomu souvisi s hledanim kofenti polynomu, coz je pomérné obtizné jiz pro polynomy
tFetiho stupné. Polynom stupné vétsiho nez dva je tedy v nasich ptikladech bud jiz zadan (¢aste¢né)
rozlozeny anebo se d4 rozlozit pomoci obvyklych vzorcii. Nap¥. dvoji aplikaci a® —b? = (a—b)(a+b)
dostavame 2% — 1 = (22 — 1)(22 4+ 1) = (z — 1)(x + 1)(2? + 1).

Pro dalsi integraci je vSak zasadni vzdy kontrolovat diskriminanty kvadratickych polynomi ve

jmenovateli. Funkce ma ve jmenovateli kvadraticky polynom se zdpornym diskriminantem,

2
x
neda se tedy jiz upravovat. Z hlediska integrace to nevadi, protoze integral je dle tabulky arctan x+c.

Podobnou funkci 12 ovSem v tabulce integrald nenajdeme. Jmenovatel se totiz da rozkladat
-
1 1
kladny diskriminant) a plati = . Pfed integraci je tedy tfeba provést tzv.
(kladny ) aplati -—s A0+ graci je tedy p
rozklad na parcidlni zlomky (viz déle).




6 Rozklad na parcialni zlomky

Ryze racionalni funkci mizeme napsat jako soucet tzv. parcidlnich zlomkt. Hledany rozklad ziskame
dle nésledujich pravidel:

1. Ke kazdému ¢lenu rozkladu jmenovatele (z —a)* (odpovidajicimu k—nasobnému kofenu jmen-
ovatele «) vytvorime k parcidlnich zlomkii:

A Ay A,
r—a’ (x —a)?’ (x — )k

2. Ke kazdému ¢lenu rozkladu jmenovatele (2 4pz+q)! (s diskriminantem p®—4q < 0) vytvorime
[ parcidlnich zlomk:

Bix + (4 Box + (s Bjx + ()
22 +pr+q’ (22 + px + q)*’ (22 + pz + q)f

kde a,p,q jsou zadand realnd cisla, k a [ jsou zadana prirozend Cisla a A;, B; a C; jsou realna
¢isla, kterd doprfedu nezname a musime je dopocitat. Postup budeme ilustrovat na nasledujicich
prikladech:
or —11 s . . ” .. .
1. Racinélni funkce P — je ryze racionalni, stupen polynomu v ¢itateli je 1, stupeni poly-
x? — 6z —
nomu ve jmenovateli je 2. Pro dalsi postup je kliCovy diskriminant jmenovatele. Pokud by

byl zaporny nebo nula, jednalo by se jiz o parcidlni zlomek a zaddné dalsi apravy by nebyly
mozné. Diskriminant je ovSsem kladny D = 64, jmenovatel a tedy i cely zlomek se daji rozk-
ladat. Kvadratickd rovnice 22 — 62 — 7 = 0 méa dvé feSeni 1 = —1 a 2o = 7, plati proto
2?2 —6x — 7= (x +1)(x — 7). Oba kofeny jsou jednonasobné, dostaneme tedy jeden zlomek se
jmenovatelem x + 1 a jeden se jmenovatelem x — 7:

e — 11 B A N B
2 —6x—7 x4+1 -7

Nyni musime urdit ¢isla A a B. Zlomky vpravo tedy pfevedeme na spoleéného jmenovatele:

Sz — 11 A B  Alx-7)+Blx+1) (A+B)x—-T7TA+DB

2—6x—-7 a+1 z2-7  (@+l)@-7  (@+h)@@-7

kde jsme citatele vpravo postupné roznasobili a vytkli jsme z. Toto je rovnost funkci, rovnost
tedy musi platit pro vSechna z z defini¢niho oboru. ProtozZe jsou stejni jmenovatelé, musi byt
i stejni Citatelé, tj. polynomy v ¢itateli musi mit u vSech mocnin x stejné koeficienty. Protoze
na levé strané je v Citateli u = koeficient 5 a na pravé strané A + B, musi platit A+ B = 5.
Stejné tak —7A + B = —11. Snadno vypocitame A = 2 a B = 3. Rozklad zadané funkce je:

fo—11 2 N 3
2—6x—7 x+4+1 -7

372 4+ Tx + 1
2. Racionalni funkce St je ryze raciondlni (v Citateli je polynom stupné 2, ve jmen-
@+ 1)@ —2)
ovateli je polynom stupné 3, jak uvidime po roznasobeni vSech zavorek) a jmenovatel je ro-

zloZeny na korenové ¢initele, mizeme tedy rovnou zacit rozkladat na parcialni zlomky. Zavorka



(x—2) je ve jmenovateli v prvni mocniné, bude ji tedy odpovidat jeden parcidlni zlomek
x p—
Zavorka (x + 1) je ve jmenovateli ve druhé mocninég, vytvorime tedy dva parcidlni zlomky s
B

sl (x 4+ 1)2
32+ T+ 1 A B C

(x+1)%(x—2) _x—2+x—|—1+(x+1)2’

postupné prvni a druhou mocninou: . Celkem tedy dostavame:

kde A, B a C' jsou neznamé realné konstanty, které potirebujeme urcit. Prevedeme tedy dany
rozklad na spole¢ného jmenovatele:

3024+ 7x+1 A N B n C  Al+1?+Bl+1)(z—-2)+Cz—2)
(x+12z-2) 2z2-2 z+1 (x4+1)2 (x +1)2(x—2) ’
po roznasobeni

3¢+ 7x+1 A N B N C  A@®+2z+1)+B@*-2-2)+C(x—2)
(x+12x—-2) z-2 x+1 (z+1)2 (x+1)2(x—2) ’

resp. po dalsim roznasobeni a vytknuti 2 a x:

372+ Tx + 1 (A+B)z?+ (2A-B+C)x+A—-2B-2C

(x+1)2(x—2) (x+1)%(x—2) ’
Toto je rovnost funkci, rovnost tedy musi platit pro vSechna z z definiéniho oboru. Protoze
jsou stejni jmenovatelé, musi byt i stejni Citatelé, tj. polynomy v Citateli musi mit u vsech
mocnin x stejné koeficienty. Protoze na levé strané je v Citateli u 22 koeficient 3, musi byt i
na pravo u 22 koeficient 3 a plati A+ B = 3. Podobné porovnanim koeficientii u x dostaneme
2A — B + C = 7. A nakonec porovnanim absolutnich ¢lenti (koeficienty u z") dostaneme
A —2B —2C = 1. Pro hledan4 ¢isla A, B a C tak dostavame soustavu linearnich rovnic:

22: A+ B=3
z:2A—-—B+C =17
2°: A—2B —-2C =1.

Tu vyfesime obvyklym zpusobem séitaci nebo dosazovaci metodou (napf. z prvni rovnice
pouzijeme A = 3 — B) a dostaneme feseni A = 3, B = 0 a C' = 1. Hledany rozklad mé tuto

podobu:
3¢ 4+T7x+1 3 1
Gt P(@—2) -2 @rip
Vidime, ze oba zlomky napravo piijdou snadno integrovat. Integraci se ale budeme zabyvat
az v dalsi kapitole.

2
. Racionéalni funkce 2 _2’_2;—_’_5;—&5_ 0 je ryze racionélni (v ¢itateli je polynom stupné 2, ve
jmenovateli je polynom stupné 3, jak uvidime po roznasobeni vSech zévorek) a jmenovatel je
rozlozeny (diskriminant polynomu 2 +2x +3 je zéporny: D = —8), mlizeme tedy rovnou zaéit
rozkladat na parcidlni zlomky. Obé zavorky ve jmenovateli jsou v prvni mocniné, ke kazdé
tedy sestrojime jeden parcidlni zlomek. K nerozlozitelnému kvadratickému jmenovateli patii

obecné linearni Cinitel, rozklad tedy hledame ve tvaru:

202 +5x+5 Ax + B C

(@2 + 224 3)(x — 1) _x2+2x+3+x—1

6



a obvyklym postupem hledame konstanty A, B a C.

222 + 52 +5 Az +B C  (Az+B)(x— 1)+ C(2® + 2z + 3)
(22 +22+4+3)(z—1) 22+422+3 =z-1 (22 +22+43)(x — 1)
a po upraveé Citatele
2024+ 52+5  (A+C)a*+ (-A+B+2C)z— B+3C
(2422 +3)(z — 1) (2 422+ 3)(z — 1)
Porovnanim koeficientii u jednotlivych mocnin z v ¢itateli dostaneme soustavu:
2 A4+C =2

rz:—A+B+2C =5
2. —B+3C =5.

Sectenim prvni a druhé rovnice dostaneme B + 3C = 7. Toto pfi¢teme ke tieti rovnici a
obdrzime 6C' = 12 neboli C' = 2. snadno dopoc¢itime A = 0 a B = 1. Hledany rozklad tedy
vypadé:

222 + 5z +5 1 2

(22 + 22+ 3)(z — 1) _x2—|—2x+3+x—1'

4 2
2 —2
. Racionélni funkce ggﬂc;——l— 316)2‘(:;6_ 3) je ryze racionalni (v ditateli je polynom stupné 4, ve
jmenovateli je polynom stupné 5, jak uvidime po roznasobeni vSech zavorek) a jmenovatel je
rozlozeny (diskriminant polynomu z? + 1 je zaporny: D = —4), mizeme tedy rovnou zait
rozkladat na parcidlni zlomky. Cinitel (x — 3) je ve jmenovateli v prvni mocning, budeme mit
jeden zlomek s timto jmenovatelem. Cinitel (2 4+ 1) je ve druhé mocniné, budeme mit tedy
dva zlomky s obecné linedrnim ¢itatelem a jmenovateli (2% + 1) a (22 + 1)2:
4207 +2-2 A  Bz+C  Da+E
(#2+1)2(x—3) x-3 2241  (22+1)%
Po prevedeni na spole¢ného jmenovatele pak
et +22 +x -2  A@@?+1)?+ (Bx+C)(x—3)(a?+ 1)+ (Dz+ E)(z — 3)
(22 +1)2(z - 3) (22 +1)%(z — 3)
a po upravach mame na pravé strané
(A+ B)z* + (=3B + C)a®*+ (2A+ B -3C + D)x?> + (-3B+C —3D + E)x + A—-3C — 3E
(% +1)*(x - 3)

Z toho sestavime soustavu:
A+ B=1
23 —3B+C =0
2> :2A+B-3C+D =2
r:—-3B+C-3D+E=1
2 A-3C -3E=-2.
Ackoliv je to jiz pomérné velka soustava, da se celkem dobfe Fesit (viele doporucuji to zkusit,

radil bych napf. z prvnich dvou rovnic vyjadrit a dosadit a tim zredukovat pocet neznamgych
o dvé) a vychazi: A= F =1a B=C = D = 0. Hledany rozklad je:

2%+ -2 1 L1
(22 +1)2(x—3) 2-3 (22+1)2

7



6.1 Cviceni:

Naleznéte rozklad na parcialni zlomky:

1 r— 14
T2 —-3x—14
33 — 9z
2, ———
9 — 22
3 4+ 11x
T 22420410
4 422 + 62 — 1
(1) (z - 2)
5 422 + x4+ 6
" (224224 2)(x —5)
6 23+ 522+ 32 +3

(22 + 1)(z + 1)

6.2 Reseni:

1 3 2
"r+1 x—4
1 10
2.
3—x+3+x
3. nelze déle rozkladat, jiz to je parcidlni zlomek
4 1 . 1 n 3
T+ 1)?2 241 x-2
T 3
5.
22+ 2z + 2 * x—5
1 2
6. T+

x2+1+(x—|—1)2

7 Integrace parcialnich zlomku

Nasim hlavnim cilem je integrace racionalnich funkci. Mame-li vydéleno (v piipadé, Ze jde o neryze
racionélni funkei) a rozdéleno na parcidlni zlomky, mizeme kazdy zlomek zvlast integrovat. Dané
postupy budeme pouze ilustrovat na ptikladech, nebudu uvaddét obecné tvary zlomkt a piislusnych
funkci.

1. Integrace parcidlniho zlomku odpovidajiciho jednondsobnému realnému kofenu jmenovatele
integrované funkce je jednoducha a vzdy se jedna o (pfirozeny) logaritmus, napiiklad:

1
/ dz =In|z — 2|+ ¢
T —2

Casto se k tomu piSe (a budeme to také pouzivat): pro x # 2. M&me oviem na paméti, Ze
primitivni funkce a neurcity integral pocitdme vzdy na otevieném intervalu. Uvadime-li tedy




u vysledku jiny tvar mnoziny M neZ interval, znamena to pro libovolny (a,b) € M. V nasem
pripadé tedy pro libovolné inervaly neobsahujici dvojku.

Nezapominejte také na tzv. linedrni substituci:

1
?)_—xdx:—ln|3—:c|+c,

pro x # 3 nebo

1 1
/5x_1dx:gln]5x—1\+c,

1
pro:c;ég.

. Integrace parcidlniho zlomku odpovidajictho vicendsobnému kofeni jmenovatele (s vétsi nez
prvni mocninou ve jmenovateli) je stejné jednoduché a integrujeme vzdy jako mocninu, napft.:

1 _ (x+3)72 1
/7(x+3)3dx:/(x+3) 3de = — :—2(x+3)2+c,

pro x # —3. A opét linearni substituce:

1 -zt
/(1—x)5dx__ 4 T al—ap @

pro x # 1.

. Integrace zlomku s nerozlozitelnym kvadratickym polynomem ve jmenovateli je obtiznéjsi nez
v predchazejicich variantach. Podivejme se nejprve na variantu, kdy kvadraticky polynom je
ve jmenovateli pouze v prvni mocniné. V téchto situacich se pouzivaji dvé techniky. Nejprve
se, pokud je v Citateli x, integrovany parcidlni zlomek upravi tak, aby se dala vyuzit nasledujici
integrace, kterou jsme probirali v kapitole o substitucich:

f'(x) =lIn|f(z c
[ a=mir@)+e.

provadime vlastné substituci t = f(x) a dt = f'(z)dz.

Integrace parcidlnich zlomku, které maji v ¢itateli pouze ¢islo (jsou tak rovnou zadany nebo
v takovém tvaru ”zbydou”po predchozi ipravé), vede na funkci arctan.

r—1
—d
/ 24400
upravime nejprve zlomek tak, aby v ¢itateli byla derivace jmenovatele:
r—1 1 2x 1
de = = dx — dx.
/x2—|—4 o 2/x2+4 o /x2—|—4 o

Prvni integral spoéitame dle vyse uvedeného vztahu resp. provedeme substituci t = 22 + 4 a
dostaneme

Mame-li spocitat

2
/gsz—izldlen(xz—f—él)—i—c,

pro x € R. Absolutni hodnotu jsme odstranili, protoze x2 4 4 je kladné pro viechna realné z.



Druhy integral musime upravit do takové podoby, aby Sla pouzit integrace typu arctan. V
této situaci se Casto hodi tprava na ¢tverec, v nasem zadani chybi ¢len s x v prvni mocniné,
takze je to vlastné hotovo. Kazdopadné ale potfebujeme na konci jednicku, ve jmenovateli
tedy vytkneme 4 a upravujeme:

1 1 1 1 1
/—dx:/Qidx:—/72dx:—2arctan(£>—|—c,
2?2 +4 T 4 z 4 2

pro z € R. Pfi integraci jsme pouzili linedrni substituci t = 3

Celkovy vysledek pak je:

z—1 1 2z 1 1 9 1 T
/x2+4dx:E/mdx—/x2+4dx:§1n(x +4)—§arctan<§>+c

pro z € R.

Pro vypocet

/ 4x
——dzx
22+ 22+ 10

viceméné opakujeme pfedchozi postup. Nejprve vytvoiime v citateli derivaci jmenovatele,
zbytek pak integrujeme na funkci arctan:

/ 4x d 2/ 2r 4+ 2 q / 4 d
_— €Tr = _— x€r — _— €Tr =
x2 4+ 22 + 10 24+ 2x+10 x2 4+ 22 + 10
2 2 4
:2/de—/7dx:
% 4 2z + 10 (x+1)2+49

2 2 1 4
YT EN S T
24+ 22+ 10 9 (x+1)

1
9 +
2 2 4 1
:Q/de——/—zdx:
22 4+ 22 4+ 10 9 z 41
3 +1

4 1
= 2In(z* + 22 + 10) — 3 arctan (%) +c
pro z € R.

. Integrace parcialnich zlomkid s vyssi nez prvni mocninou nerozlozitelného kvadratického poly-

ey

lozené na postupném snizovani mocniny pomoci metody per partes. S timto se v tomto pred-
métu v zadné pisemce nesetkate. Vypocet budeme pouze ilustrovat nejjednodussim ptrikladem
s mocninou 2.
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7.1

Pro vypocet

1
—d
| e

budeme pomoci metody per partes pocitat integral s mocninou jmenovatele o jednicku mensi:

/ 1 d T . / 222 d
——dz = x
2 +1 14 22 (z2+1)2 7

u=(z>+1)7! = —(z 4+ 1) %2

/
v =1 v=2x

z ¢ehoz po upravach obdrzime per partes rovnici:

/ 1 q x +/ 222 q
_— €r = xr =
241 1+ 22 (22 +1)2
x 241 1
- o T g2 da=
1122 " /(m2—|—1)2 . /(;c2+1)2 .

T 1 1
= 2 dr -2 [ ———=d
1122 " /w2+1 v /(902—1-1)2 “

1
ze které integral [ EFSIE dz, vyjadiime:
T

/ R O +1/ L
@112 T 212 2) 21T

pricemz integral napravo je snadny a vysledek je

1 1 =z 1
——dz + —arctanz + ¢

(2 +12  21+a2 2
pro z € R.
Cviceni:
2
x°—8
fx2_9dx
fxz—x—i—él
2 -2z +3

x° — 22 + 423 + 1022 + 4

i dx

x4 4+ 22

Integrujte racionalni funkce z predchozich cviceni!

Pro kontrolu vysledkt pouzijte WolframAlpha. VyzkouSejte
integrate (x72-8)/(x"2-9)
nebo

partial fractions (x°2-8)/(x"2-9)
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