1 Urcity integral

Tento text nepredklada iplnou teorii urcitého integralu, jde spise o doprovodny text vysvétlujici
nékteré aspekty dané problematiky. Pro presnou teorii urcitého integralu muzete pouzit libovolnéa
sktipta nebo ucebnice matematické analyzy.

Zatim jsme se zabyvali technickou strankou vypoctu tzv. neurcitého integralu a hledali jsme
tedy primitivni funkce. Nebylo ale viubec jasné, k ¢emu vlastné tento obraceny chod derivace
slouzi. Postupné se setkame se dvéma pouzitimi téchto vypocti. Na konci semestru se seznamime
s tzv. diferenciadlnimi rovnicemi, jejichz feSeni tvoti naprosty zaklad tzv. inzenyrské matematiky.
Nyni se podivame na geometrickou ulohu, kterd je s integraci spojend a stoji ¢asto pfimo u
definice tzv. ur¢itého integralu.

Zminovana geometricka tloha je vypocet obsahu. MozZzna vas nékdy napadlo, kdyz jste poci-
tali obsah né&jakého ttvaru podle vzorce z tabulek, kde se dany vzorec vlastné vzal. Odpodveéd
je, ze vSechny tyto vzorce jsou vysledky integralniho poctu. V navazujicim studiu vas pak ¢ekaji
napf. vypocty objemu téles ¢i délek kiivek, vse pomoci integralt. Integraly tedy (mimo jiné)
slouzi k méreni velikosti geometrickych atvari.

1.1 Zakladni dloha integralniho poctu

Mg¢jme danou funkei y = f(z) nezdpornou a spojitou na intervalu (a, b). Chceme spoécitat obsah
obrazce, ktery je ohraniceny zdola osou z, zleva a zprava pfimkami x = a a x = b a shora grafem
funkce y = f(z):

Jak tedy obsah mezi osou x a grafem y = f(z) na intervalu (a,b) mizeme zjistit? Pomérné
elementarné se da odvodit vypocet obsahu obdélniku nebo trojuhelniku. Jakmile méa ale dany
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Jednou z moznosti, jak dany obsah zjistit je nasledujici cesta vedouci k tzv. Riemannovu
integralu. Spocitejme nejprve hledany obsah pfiblizné. Rozdélme interval (a,b), ktery tvori
”dolni stranu”daného obrazce na nékolik ¢asti a pocitanou plochu nahradme obdélniky, jejichz
podstavy jsou jednotlivé ¢asti rozdéleného intervalu (a,b) a jako vysku pouzijeme funkéni hod-
notu funkce y = f(x) v libovolném bodé nad podstavou. Dostaneme tak utvar, jehoZ horni
strana pfipomind schody nebo hradby a ktery je slozeny z obdélniki. Jeho obsah tedy dokazeme
spocitat jako soucet obsaht jednotlivych obdélnikii a tento obsah je pfiblizné roven hledanému
obsahu poda grafem y = f(z).

7 obréazku je patrné, ze pokud pouzijeme obdélnikdl mélo, chyba odhadu mtze byt pomérné
velka. Obdélniky nékde pivodni obrazec pfesahuji o velky kus a nékde naopak nepokryvaji.



Budeme-li ale postupné interval (a,b) délit na mensi a mensi dilky (tzv. zjemnovani déleni) a
budeme tedy pouzivat vice a vice obdélnikt, budou nase odhady stale presnéjsi. Toho se da
vyuzit pro pfiblizny vypocet hledaného obsahu, to je obsahem tzv. numerické matematiky. My
ale chceme pfesnou hodnotu. Jak jsme jiz uvedli, postupnym zjemnovanim déleni dostavame
lepsi a lepsi odhady. Vytvarime tak posloupnost zlepsujicich se odhadi hledaného obsahu. Ma-li
tato posloupnost limitu, je hodnota této limity pfesnou hodnotou hledaného obsahu a nazyva
se Riemannuv integral (nebo ur¢ity integral) funkce y = f(x) na intervalu (a,b) a znaéi se
f; f(x)dz. Vyraz ff f(x)dz tedy znaci obsah plochy mezi intervalem (a,b) a grafem spojité
nezdporné funkce y = f(z). Cislo a se naz§va dolni mez, ¢slo b je horni mez.

Zbyva zodpovédet otazku, jak je to s integralem funkce, ktera neni na intervalu (a,b) neza-
porna. Integrél se definuje v pfedchozim textu nazna¢enym zpisobem pro libovolnou funkei (ex-
istence integralu je ovSem podminéna existenci limity vySe popisované posloupnosti). Je t¥eba si
ale uvédomit, ze jako vysku obdélniku jsme pouzili funkéni hodnotu. Pokud je funkéni hodnota
zaporna, pocitame se zapornou vyskou a obsah takového obdélniku vyjde zaporné. Disledkem
toho je, ze obsah mezi osou x a zapornou funkci y = f(z) integral nacita jako zaporny - se
znaménkem minus. To je vlastnost integralu, kterou je tfeba zohlednit pfi vypoctu obsahu.
Integrél zaporny byt muize, ale obsah by zadporny byt nemél, vice v dalsim textu.

1.2 Newton—Leibnizova formule

Pocitat urcity integral (obsah pod grafem) jako limitu posloupnosti odhadi by bylo velmi slozité.
Kromé toho zatim stale nevime, jak tato problematika souvisi s hledanim primitivnich funkeci,
¢imz jsme se zabyvali doted. Hledany obsah obrazce mezi grafem funkce y = f(x) a intervalem
(a,b) zéavisi jednak na tom, jak vypada graf funkce y = f(x) a také na tom, jak je zadan interval
(a,b). Domluvme se tedy, ze v dalsim vykladu nebudeme ménit funkci y = f(z) ani poc¢atecni
bod intervalu a. Ménit budeme pouze koncovy bod intervalu a budeme pocitat obsah plochy
mezi intervalem (a, z) a funkci y = f(z). Koncovy bod intervalu ted misto b zna¢ime z, abychom
zdiraznili, Ze tento bod budeme ménit. Hodnota obsahu S mezi grafem y = f(x) a intervalem
(a, ) samoziejmé zalezi na tom, jak zvolime x, tento obsah je proto funkci z: S = S(z).
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Zakladnim poznatkem integralniho poctu a velmi zajimavym faktem je pak to, Ze dana
funkce S = S(x) je primitivni funkei k funkci y = f(x), jejiz graf ohrani¢uje hledany obrazec
shora. Jestlize tedy zndme néjakou konrétni primitivni funkei F'(z) (k funkci f(z)), musi platit



S(x) = F(x)+ ¢, kde ¢ je néjaka konstanta. Hodnotu konstanty c zjistime tak, Ze si uvédomime,
ze pro x = a je dany obsah 0 tj. S(a) = 0 (vznikne obrazec, ktery ma nulovou $itku). Takze
0 = S(a) = F(a) + c a ¢ = —F(a). Dostavame S(z) = F(z) — F(a), pro x = b dostavame
S(b) = F(b) — F(a) a pro urcity integral proto plati tato dilezitd tzv. Newton—Leibnizova
formule:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Tento vzorec budeme pouzivat pro vypocet urcitych integralt. Pro vypocty se hodi nasledujici
madeni: F(b) — F(a) = [F(x)]°. Potom piseme

b
[ @) do = (F@); = FO) - Fo)

P1i vypoctu potiebuje nejprve najit néjakou primitivni funkci, do té pak dosadime meze a a b
a spo¢itame rozdil F(b) — F(a).

Spocitejme fol (x 4+ 1) dz. Nalezneme nejprve primitivni funkei, poc¢itdme vlastné neuréity

integral [(z + 1)dz = % + x + ¢, potfebujeme jednu konkrétni primitivni funkei, zpravidla
2 1
tedy volime ¢ = 0 (ale je to jedno) a piSeme fol (r+1)dx = [% + x| . Zapis napravo znamena,

ze mame do funkce v hranaté zavorce dosadit nejprve horni mez 1, potom dolni mez 0 a oba
vysledky od sebe odecist. Cely vypocet pak vypada:

1

1 2
x 3 3
Ddz = |2 ~2 _9=2.
/O(x+)x [2%—40 5 0 5

Obsah obrazce mezi osou z a grafem funkce y = x 4+ 1 na intervalu (0,1) je % To se da snadno
zkontrolovat z obrazku, dany obsah se dé spocitat jakou soucet obsahu trojihelniku a étverce. V
jakych jednotkach obsah méfime? Plo$na jednotka je urcena ¢tvercem 1 x 1 tedy napf. ¢tvercem

s vrcholy o soufadnicich [0, 0], [0,1], [1,0] a [1,1].

Obsah pod parabolou uz jinak nez pomoci integralu nespocitame, vypocet bude velmi jednoduchy:

1 371
1 1
0 3], 3 3

Je zajimavé, ze obsah ”trojuhelniku”, jehoz jedna strana je ¢ast paraboly (viz nésledujici obrazek),
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Spocitejme jesté:
2m
/ sinzdr = [~ cosz]p" = —1 — (—1) = 0.
0

Tento vysledek ale vyzaduje dalsi komenta¥, protoze obsah mezi osou x a grafem y = sin z urcité
neni 0. Integral po¢itd obsah pod grafem nezaporné funkce, funkce sin = ale na intervalu (0, 27)
nezapornda neni. Jak jsme jiz uvadeéli, integral mé tu vlastnost, ze obsah pod osou x nacita se
znaménkem minus. Obsah mezi sinz a  nad osou z (pro = € (0,7)) je stejny, jako obsah pod
osou z (pro z € (m,2m)), ten se ovSem zapocitd se znaménkem minus, obé hodnoty se odec¢tou
a integral proto vyjde 0. Pokud bychom chtéli spocitat obsah mezi osou = a grafem y = sinz



na intervalu (0, 27r), museli bychom vyjit z toho, Ze obsah pod osou x je stejny jako obsah nad
osou z a tedy celkovy obsah mezi osou a grafem y = sinz na (0, 27) spocitame jako dvojnasobek
obsahu mezi osou = a grafem y = sinz na (0, 7) a plati:

S = 2/ sinzder =2[—cosz]j =2(1 - (1)) =4.
0

Obsah je tady dokonce celo¢iselny. VSechny t¥i vypocty ilustruje nasledujici obrazek:




1.3 Vypocet uréitého integralu

Jak jiz vime, pro vypocet urcitého integralu potfebujeme znat primitivni funkci. Jedna z moznosti
je spocitat si primitivni funkci nékde stranou a tu pak pouzit:

Chceme-li spocitat fol zv 2?2 4+ 1dz, spocitdme si nejprve neurcity integral stejné funkce:
[ 22v/2? + 1dz. K tomu pouzijeme substituci ¢ = 22 +1 a dt = 2zdz a dostaneme

/Zx\/xQ—de:/ﬂdt:

Tento vysledek nyni pouzijeme pro vypocet zadaného urcitého integralu:

/le\/ﬂ—ﬂdx = E(ﬁu)?}; = ; (28 -12) = g(\/g_ &
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Ackoliv jde svou podstatou o dost odlisné véci, nékteré vlastnosti, které potfebujeme pro vypodcet
urcitého integralu, jsou analogické vlastnostem integralu neurcitého.

Véta 1 Pro funkce f(x) a g(z) spojité na (a,b) a libovolné rediné o plati:

b

fum+mmm:lﬂmw+lmmm

/ab (o f(z)) dz = a/abf(x)d:c.

Kromé toho se mizou hodit i nasledujici vlastnosti.

Véta 2 Pro funkci f(x) spojitou na intervalu I obsahujicim (libovolné poloZené) body a,b,c

plats: b b
[ t@ae= [ f@yaes [ e

/abf(x)dx = —/baf(x)dx.

(Neni nutné, aby dolni mez integralu byla mensi nez horni mez.)

Abychom mohli FeSit vSechny urcité integraly, které potfebujeme, musime jesté uvést jak
vypadaji pro urcity integral metody per partes a substitu¢ni. Nastésti se formalné od metod,
které zname z neurcitého integralu, lisi jen malo.

Provadime-li substituci v uréitém integralu, postupujeme tak, jak jiz zndme z neurcitého
integralu. Pfi substituci dochazi ke zméné proménné, coz se v urcitém integralu projevi zménou
integracnich mezi. Ty se musi pfepocitat podle substitu¢niho vztahu. Je velmi casta chyba na
toto zapomenout! Uvedme nejprve obecny vztah, ten pak budeme ilustrovat na nékolika tilohéch.

Véta 3 Jsou-li funkce t = g(x) a jeji derivace g'(x) spojité v {a,b) a je-li také f(t) spojitd pro
vsechna t = g(z) pro x € (a,b), pak plati:

b g(b)
/f@@%ﬂ@mz/ £(6)dt.
a g(a)

Provadime substituci obvyklym zptisobem: ¢t = g(z) a dt = ¢’(z)dz. K tomu pouze navic neza-
pomene také pfevpocitat meze, z pivodnich mezi a a b dostaneme nové meze g(a) a g(b).



Priklady:

1. Spocitejme znovu fol xv 2?2 + 1dx, ktery jsme uz jednou pocitali na zacatku této kapitoly.
Pouzijeme substituci t = 22 + 1 a dt = 2zdz. K tomu jesté piepocitdme meze, pro dolni
mez = = 0 dostaneme novou dolni mez ¢ = 0? + 1 = 0 (protoze t = 22+ 1) a pro horni mez
x = 1 dostaneme novou horni mez ¢ = 12 4 1 = 2. Substituce tedy vypada:

/()Qx\/ﬂ—dx—/\/_dt—

2 3 2/ 3 3 2

SR =2 25—15):—\@—1.

3 i 3 ( 3( )

V substituci uz se nevracime k pivodni proménné, po substituci dopocitame cely priklad

v nové proménné. Vysledek urcitého integralu je vzdy cislo.

2. Spocitejme [,2 sin® x cos x dz. Zavedeme substituci t = sinx a dt = cos zdx a nezapomene
prepocitat meze: pro dolni mez z = 0 dostaneme novou dolni mez ¢t = sin0 = 0 a pro horni

mez xr = “ dostaneme novou mez t = sm = 1. Nyni miizeme integral spocitat:
T 3 ! 3 Ly 1
/ sin® z cos x dx :/ t?dt = [-t*]; = -
0 0 4 4
I‘l2 X

3. Pro vypocet ffl dz pouzijeme substituci r = Inx, dr = %dx a prepocitame meze
r=Inl=0resp. r =Ilne=1:

In?z 1 1 1
—d— 2qr — —[;3L = 2
/ x /07" T 3[7"]0 3

Podobna situace je s metodou perpartes:

Véta 4 Necht funkce u = u(z) a v =v(x) maji v (a,b) spojité derivace. Potom plati:

b b
/ w' dz = [uv]® —/ v'vdr.

Pocitame opét tak, jak jsme zvykli z neurcitého integralu. Kromé toho, Ze pouzivame urcity

integrél, se vypocet lisi pouze v tom, ze do zintegrovanych ¢éasti (které jiz u sebe neobsahuji

znak integralu — soucin uv) dosazujeme meze obvyklym zptsobem ”horni minus dolni”.
Priklady:

1.
us us
2 . z 2 s z ™
zcoszdr = [zsinz]] — sinzdr = -+ [cosz]; = = — 1.
0 0 2 2
u=ux u =
v/ =cosz v=sinz
2.

3 3
/ lnxdx:[azlnx]‘z’—/ l1dz =3In3 — [z]; =3In3 —2.
1 1



u:a’,‘z u/:2ﬂj |
1
U/:e?mc 0:5633& ’

1.4 Cvideni

1.
4
/ (623 — 2z + 1) dx
1
2, )
2
/ (1 —sin2x)dz
0
3.
9
/ Vzdz
4
4.
1
/ ze 2% dx
0
Vysledky:
L
2
9 T —2
2
38
3. —
3
1 3
4. 112 (metoda per partes)

u=2x u =1
1
/I 3z :_396
v =e v 36
2€3+2€3 2 5 2
9 27 2T 27 27
[
z° coszdx
-3
1
1
d
/0x2—4 v
z ,
/ coslx da
0 2-4+sinz
3
4
/ 21‘ dx
o T +1
w2 —8

(metoda per partes)

In3

R (parcialni zlomky)

3
. In 3 (substituce ¢ = sin x)

. In100 (substituce t = 2% + 1)



2 Uziti urcitého integralu
2.1 Obsah rovinného obrazce

Urcity integral se pouziva k vypoctu plosného obsahu rovinného obrazce. Pokud jde o obrazec
ohranic¢eny osou = a grafem y = f(z) pro = € (a,b), vychdzime p¥imo z definice integralu. Je
tfeba hlidat znaménko, pro zaporné hodnoty f(x) se obsah zapoc¢itdva se znaménkem minus.
Integral takto funguje, ale pokud mame za kol pocitat obsah, musime to opravit.

Méame-li uréit plosny obsah S mezi osou = a grafem f(z) = 22 — 1 pro = € (0, 3), je t¥eba
si uvédomit, pro kterad z je graf f(x) kladny resp. zdporny. (Nakreslete si obrazek!) Na daném
intervalu mame jediny nulovy bod z = 1. Pro z € (0,1) je f(z) < 0 a obsah tak integral
zapolitava se znaménkem minus, znaménko proto musime otocit. Obsah této Casti je S; =

2
- fol(acQ —1)dz = — {m—g - x]o =3 Pro xz € (1,3) je f(z) > 0 a obsah této ¢asti je pfimo roven

3
3 20
integralu: So = f13(x2 —1)dz = {%3 - x] =35 Pro cely obsah tak dostavame S = 51 4+ 5o =

2 20 22 '
3tz =3

Spoéitejme nyni plosny obsah mezi grafy g(z) = 22 a f(z) = /z. Na obrazku vidime, 7e
oba grafy se protinaji va = 0 a v x = 1. Mezi témito hodnotami vznikd ohraniceny obrazec,
jehoz plosny obsah chceme spocitat. Hledany obsah ziskdme jako rozdil obsahti mezi f(z) = /x

a osou x (vétsi obsah S;) a mezi g(r) = 2? a osou x (mensi obsah Sp). S = S; — Sy =

5 2
Jo VEde = [ a?de = fj(VE—a?) dr =222 — affy = 5 - o= <




Postup pouzity v pfedchozi tloze funguje zcela obecné: Obsah S obrazce mezi grafy spojitych
funkci y = f(x) a y = g(x) pro = € (a,b), plati-li f(z) > g(x) pro vSechna z € (a,b) spocitame
jako

b
5= / f(@) - g(a)] dr.

Dany vzorec plati bez ohledu na znaménka funkci f(x) nebo g(z). Dilezita je pouze podminka

f(z) = g(x).

2.2 Objem rotac¢niho télesa

Predstavme si, Ze rovinny obrazec ohrani¢eny osou z, pfimkami x = a, + = b a grafem funkce
y = f(x) zacne rotovat kolem osy z. Vznikne tak tzv. rotacni téleso. Napft. rotaci obdélniku
kolem jedné jeho strany vznikne valec. Objem takového télesa se dd pomérné snadno poci-
tat pomoci integralu. Vratme se k definici integralu a tomu, Ze obsah pod grafem y = f(x)
pocitame priblizné jako soucet obsahtl obdélnikt. Vyberme si jeden dil¢i obdélnik, jedna jeho
strana (dolni vodorovnd) lezi na ose x, ozna¢me jeji velikost Az. Vyska obdélniku je uréena
funkéni hodnoutou f(z) v libovolném bodu x lezicim v podstavé. Jestlize tento obrazec a jeho
priblizné vyjadifeni pomoci obdélnik® budeme rotovat kolem osy x, dostaneme rotacni téleso a
jeho pfiblizné vyjadfeni pomoci valci. Objem vélce odpovidajici nasemu vybranému obdélniku

je Tf2(z)Az (mriv).

Stejnymi Gvahami o posloupnosti zlepSujicich se odhadi nakonenec dojdeme k tomu, Ze
objem V télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného osou x, pfimkami x = a, © = b a
grafem funkce y = f(z), spocitame

V:ﬂ/be(x)dx.

Spocitejme objem télesa vzniklého rotaci ¢asti paraboly y = v/x pro = € (0,2) kolem osy z.
(Nakreslete si obrazek!) Dle pfedchoziho vztahu objem vypocitame jako

2

ver [ [Car s [5] <o



Takovéto téleso se nazyva rotacni paraboloid.
Odvodme si nyni vzorec pro vypocet objemu kuzelu o vysce v a poloméru podstavy R.
Takovy kuzel vznikne napt. rotaci primky prochazejici poc¢atkem. Kromé toho potiebujeme, aby

pro x = v vyslo y = R. Pfimka s danymi vlastnostmi je y = —x. Objem kuzelu vzniklého rotaci
v

takové primky je pak:

v R2 R2 1.3 v R2 ?}3 1
V = WA U—QI'Q dor = WF |:?:| = WFE = §7TR2’U,

coz je opravdu zndmy vorec na vypocet objemu kuzelu. V integralu integrujeme podle z, to
pozname podle toho, ze integral koné¢i dx. VSechna 2osta,tni pismena (R, v) znad¢i konstanty a
zachézime s nimi tedy jako s konstantami: zlomek —- jsme opsali a integrovali jsme jen z2.

Podobnym zpisobem miizeme ziskat vzorec pro z\}rypoéet objemu koule. Koule vznikne rotaci
kruznice. Vite, grafem jaké funkce je kruznice? Resp. horni pulkruznice, v grafu funkce jak znamo
nemuzou byt dva body nad sebou, takze cela kruznice neni grafem zadné funkce. Vyjdeme z toho,
7e rovnice kruznice se stiedem v poc¢atku a s polomérem R je x2 + y?> = R2. Z toho vyjadiime
y?> = R?> — 22 a odmocnénim y = vVR2 — 22 a y = —VR? — 22. Toto jsou dvé funkce, jejichz
grafy jsou horni resp. dolni ptlkruznice. Rotaci napt. horni pilkruznice pak vznikne cela koule.
Jeji objem bude podle vyse uvedeného vztahu:

V:W/Z(mﬁxﬂ/

-R

R 31 R
T 2 2 4

v — _R3 _R3 _ = R3

3}_}% 7T(3 T3 ) 3"

(R2 - x2) de=m [RQ.%' —

coz je opét vysledek, ktery jsme ocekavali. R znaci polomér koule, je to konstanta a ve vypoctu
tak s R zachazime jako s ¢islem.




2.3 Cviceni
1. Spoditejte obsah obrazce ohrani¢eného parabolou y = x? — 5z a osou z.
2. Spocitejte obsah obrazce mezi y = z? a y = 2.
1
3. Spocitejte obsah mezi grafem y = — a osou x ohrani¢eny x =1 a xz = 3.
x

4. Spoditejte obsah obrazce mezi parabolami y = 2% — 1 a y = —22 4+ 10z — 13.
5. Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci y = 22 + 1 kolem osy = pro x € (—1,1).
6. Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci y = sinx kolem osy x pro = € (0, 7).
7. Odvodte vzorec pro vypocet objemu komolého rota¢niho kuzelu s vyskou v a s poloméry

podstav r a R.
Vysledky:

125 56
1. — 5. —m

6 15

1 w2
2. — 6. —

12 2

1

3. In3 7. gmo(r® + rR + R?) (Vhodné piimka je

1 . R—r
4. 3 napf. y = x+r.)



