1 Gaussova eliminaéni metoda

V této kapitole se budeme zabyvat feSenim soustav linedrnach algebraickych rovnic. K pfesné
definici takové soustavy se dostaneme pozdéji az probereme matice. Nyni si vystacime s tim, Ze
jsou to rovnice, kde nezndmé jsou ¢isla (v nasem piipadé vzdy redlnd) a v rovnici se tyto neznamé
vykytuji pouze v prvni mocniné a nejsou v argumentu zadné slozitéjsi funkce (tj. jsou-li x a y
neznamé, v rovnicich se nevyskytuje nap¥. 23, 2y nebo sin . Soustava linearnich algebraickjch
rovnic je treba:

T+y+z2=206
TH+2y—z=2
2z + 3y + 3z =17.

Vyftesit takovou soustavu znamena najit vSechny takové trojice ¢isel, pro které budou po dosazeni
za neznamé x, y a z platit rovnosti ve vSech rovnicich.

S takovymito soustavami jsme se setkali pti hledani konstant pro rozklad na parcialni zlomky
a vidéli jsme, ze nahodiléd aplikace metod, které znate ze stfedni skoly: séitaci a dosazovaci,
muze vést k dost nepfehlednym situacim jiz pro pocet nezndmych vétsich nez t¥i. Je proto
tieba do FeSeni takovych soustav zavést néjaky Ffad. ReSeni soustav je dilezité i ve v§pocetni
praxi, protoze tzv. numerické metody nékdy umoznuji resit i velmi slozité rovnice priblizné
pomoci soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Pocet takovych rovnic miize ale byt obrovsky
a vypocet problematicky i pfi vyuziti vypocetni techniky.

1.1 Maticovy zapis soustavy

Pri feSeni soustav si v podstaté i nadale vystacime s metodami sc¢itaci a dosazovaci, seznadmime
se ale s agloritmem, ktery do feSeni vnese systém. NeZ se budeme zabyvat samotnym algoritmem,
seznamime se s novym splisobem zapisu soustavy, ktery je pfehlednéjsi a vhodnéjsi pro vypocty,
které se chceme naucit. Vezméme si soustavu

rT+y+z2=206
r+2y—z2=2
20 4+ 3y + 3z = 17.

Pokud odecteme prvni rovnici od druhé a poté odec¢teme dvojnasobek prvni rovnice od treti,
dostaneme

y—2z=-4
y+z=05,

diky tomu jsme dostali mensi soustavu pro y a z. Po odecteni prvni (nové) od druhé (nové)
rovnice pak dostaneme 3z = 9 neboli z = 3. Zbyvajici neznamé uz dopocditame snadno. Vidime,
Ze sCitanim rovnic ziskavame dalsi rovnice, které dal a dal opisujeme. NaSe soustava byla jesté
pomérné malé, ale pro vice rovnic a vice neznamych by takového opisovani bylo mnohem vic.
Ukazuje se proto jako vyhodné neopisovat celé rovnice ale pouze koeficienty u jednotlivych
neznamyjch. Nesmime ale potom samoziejmé poradi nezndmych ménit. ReSenou soustavu pak
zapiSeme takto (vlevo pivodni zapis soustavy, vpravo novy zapis pomoci tzv. matice):

r+y+2=6 1 1 11 6
r+2y—z2=2 1 -2 1] 2
20+ 3y + 32 =17 2 3 3|17



Tabulka ¢isel, kterd ma (v tomto konkrétnim piikladu, rozméry se muzou lisit) t¥i fadky a
¢tyti sloupce a je ohrani¢ena hranatou zévorkou, se nazyva matice. Porovnejte si zapis soustavy
klasicky pomoci rovnic a zapis pomoci matice. Prvni fadek matice odpovidéa prvni rovnici. Pro-
toze rovnice je lx + ly+ 1z = 6. U neznamych x, y a z jsou poradé koeficienty 1, | a 1, na pravé
strané je 6, v matici se ¢isla na pravé strané pisou za svislou ¢aru ptred poslednim sloupeckem.
Prislusny radek matice proto je [ 1 1 ‘ 6 ] .

Se soustavou zapsanou pomoci matice pak muZzeme provadét nasledujici tzv. elementarni
upravy:

1. vyména radkd,

2. vynasobeni fadku nenulovou konstantou,

3. pric¢teni nasobku radku k jinému radku,

4. vyskrtnuti nulového radku.
V feci soustav rovnic to znamena:

1. Vymeéna fadki v matici znamena zménu potadi rovnic v soustavé. Na poradi rovnic nijak
nezalezi a mizeme ho libovolné ménit, proto mizeme také ménit poradi radk.

2. Kazdou rovnici mtizeme vynasobit nenulovou konstantou: rovnice z+y = 1 je "stejna” (1épe
feceno ekvivalentni, m4 stejné feseni) jako jeji dvojnasobek 2x 4 2y = 2. To samé miizeme
provadét s radky matice.

3. Pricteni nasobku fadku k jinému fadku znamend ptic¢teni nasobku rovnice k jiné rovnici.
To je s¢itaci metoda.

4. Nulovy radek je rovnice 0 = 0. Takova rovnice nema na feSeni soustavy zadny vliv a
muZeme ji vynechat/vyskrtnout.

Provadénim téchto elementérnich tprav matici (soustavu) postupné upravujeme do tvaru,
ktery se nam hodi (viz déle). Tyto tpravy neméni Feseni soutavy, které tak v pribéhu feSeni
zistava stejné, coz samoziejmé potiebujeme. Dostavame tak postupné dalsi a dalsi soustavy,
které se od té pivodni lisi, maji ale stale stejné feseni. Rikame, Ze jsou ekvivalentni a zapisujeme
symbolem ~. Reseni soustavy z pfedchoziho piikladu pak zapiseme nésledujicim zpiisobem:

1 1 1] 6 11 1 6 11 1 6 11 1 6
1 -2 —-1] 2 ~ 01 -2|-4 ~ 01 -2(-4 ~ 01 -2|-4
2 3 3|17 2 3 3|17 01 1 ) 00 3] 9

V psaném textu znizornujeme Sipkami, jakou upravu provadime, napf. jaky nésobek jakého
fadku pricitame kam. Cely postup se pak da snéze cist:

A A 46N~ 44 4|\~ (14 1]6
4212 o12)% 04-2 |4 07 S OMEEE
23 3 |17 233 0 44 O




Po provedeni vypoctu dostdvame matici, kterd odpovida soustavé:

r+y+z=6
y—2z=—-4
3z =9.

Takovouto soustavu resime vzdy postupné od posledni rovnice tzv. zpétnym dosazenim. Z
posledni rovnice vidime z = 3. Posuneme se o rovnici vys: jakmile vime, ze z = 3, z druhé rovnice
snadno dopocditame y = 2. A zname-li y a z, stejné jednoduse z prvni rovnice dopocitame x = 1.
Ukézali jsme, jak se s matici reprezentujici soustavu pracuje, nyni potfebujeme védét, jaky cil
predvedenymi Gpravami sledujeme.

1.2 Odstupnovany tvar matice

Vysledek predchozi tlohy ukazuje, jaky tvar soustavy povazujeme za idedlni. Nase apravy by
mély smérovat k tomu, aby v rovnicich postupné ubyvaly neznamé nejlépe tak, aby z posledni
rovnice §la jedna neznama vypocitat. Rikdme, Ze matice, ktera ma takovyto tvar je v odstupiio-
vaném tvaru. Presnéji: matice je v odstupniovaném tvaru, pokud kazdy dalsi fadek obsahuje v
souvislé fad€ nul od zacatku fadku do prvniho nenulového ¢isla alesponn o jednu nulu vice nez
predchozi faddek. Matice navic neobsahuje nulové radky.

Snazime se tedy vytvafet nuly na zacatku radku tak, aby vznikly jakési schody z nul a na
kazdém dalsim fadku bylo minimalné o jednu nulu vic. Kazda matice se d4 pomoci elementarnich
uprav do odstupriovaného tvaru prevést.

Matice
1 1 1 6
01 —-2|—-4
0 0 3 9

je v odstupnovaném tvaru, protoze kazdy dalsi fadek obsahuje zleva vice nul, nez pfedchozi
radek: 1. fadek zadna nula, 2. fadek jedna nula a 2. fadek dvé nuly.

Matice
1 1 16
00 =210
0 0 319

v odstupiiovaném tvaru neni, protoze 2. fadek obsahuje zleva dvé nuly (pfipadné dalsi nuly za
prvnim nenulovym ¢islem se nepocitaji) a 3. fddek obsahuje rovnéz dvé nuly. Protoze kazda
matice se d& prevést na odstupniovany tvar, da se jesté v eliminaci pokracovat a pozadovany
tvar ziskat. Rozmyslete si jak!

Existuje vice moznosti, jak odstupnovany tvar vyrobit. Vezméme si matici

2 1 1|6
12 =2]0]|"
Pro odstupriovany tvar potfebujeme ziskat nulu na prvni pozici v druhém fadku (oznaceno
Cervené). Mizeme toho dosdhnout tak, ze k druhému fadku pfi¢teme prvni fadek vyndsobeny
1
—3 (pri¢teni nasobku fadku k jinému radku):

[ 2 1 1 ‘ 6 ] [ 2 1 1] 6 ]
~Y 3 5 .
1 2 =210 0 5 —31]-3
Takové tuprava ale neni piilis Sikovné, protoze v matici vznikly zlomky a tomu se s ohledem na

dalsi vypocty zpravidla snazime vyhnout. Situace se da pfipadné zachranit tak, ze druhy fadek
vynéasobime dvéma (vynésobeni fadku nenulovou konstantou):

2 1 1|6 2 1 1] 6 2 1 1| 6
1 2 -2/0 02 -2]-3 03 —=5|-6]"




Dalsi moznost je, ze v puvodni matici nejprve vynasobime druhy fadek dvéma (vyndsobeni
fadku nenulovou konstantou) a pak k druhému fadku pfi¢teme prvni fadek vynésobeny —1
(takze prvni fadek odéitame):

21 116 21 116 21 1| 6
1 2 =210 2 4 —-410 03 =5|—-6]"

Tim jsme se zlomktm vyhnuli iplné. MozZnosti je celd fada. Mizeme jesté napr. nejdiiv vymeénit
prvni a druhy fadek a potom k druhému radku pric¢ist prvni radek vynasobeny —2:

21 116 1 2 =210 1 2 =210
1 2 =210 21 116 0 -3 5]6]°

Odstupniovany tvar neni urcen jednoznacné. Dilezité je, aby vysledné matice byly ekvivalentni
a prislusné soustavy mély shodné feseni.

Odstupniovany tvar je nutné pomoci elementarnich tprav vytvaret systematicky. Zacneme
tak, ze pod ¢islem v levém hornim rohu vytvoiime sloupec nul tak, ze vhodny nasobek prvniho
rfadku postupné ode¢teme od vSech zbyvajicich fadki. To mizeme udélat v pripadé, Ze na pozici
v levém hornim rohu neni nula. Pokud tam nula je, vyménime prvni fadek s libovolnym jinym
rfadkem, ktery na prvni pozici nulu neobsahuje. Pokud je nula v prvnim sloupecku ve vsech
fadcich, presuneme se do dalsiho sloupecku. Méame-li tento krok hotov, postupujeme stejnym
zpusobem dale. Posuneme se do druhého rfadku a druhého sloupecku. Pokud tam nula neni,
vytvofime pomoci elementarnich Gptav pod timto ¢islem nuly. (Nesmime ale pouzit prvni fadek
a zménit nuly v prvnim sloupci.) Pokud tam nula je, vyménime tento fadek s jakymkoliv dalsim
fadkem, kde nula v druhém sloupecku neni. Pokud jsou nuly vSude, posuneme se do dalsiho
sloupecku. A takto pokracujeme dokud neni matice v odstupriovaném tvaru. Cely postup bude
nejlepsi ilustrovat na piikladu, pfevedme do odstuptiovaného tvaru nésledujici matici:

002 3| 4
111 3] 5
1 1 2 11 0
113 —-1]-5

Protoze v levém hornim rohu je nula, vyménime nejprve prvni a druhy rddek. To zapiseme
takto:

02 3| 4 11 3| 5
111 3| 5 002 3| 4
112 1ol ]1t12 1] o0
113 —-1|-5 113 —-1|-5

Nyni muZeme dokon¢it prvni sloupec nul a odec¢teme prvni fadek od tretiho a od ¢tvrtého
raku:

02 3| 4 11 3] 5 111 3| 5
111 3| 5 002 3| 4 0 2 3| 4
112 1] ol |t12 1] 0ol ]oo0o1 -2 =5
113 —-1]-5 113 —-1]-5 00 2 —4|-10

Nyni mame hotovy ”prvni schod”a posuneme se o fadek niz do druhého fadku. Vidime, ze v
druhém sloupecku ve druhém tadku je nula. Protoze je v druhém sloupecku nula i ve vSech dalsich
fadcich smérem doli, nelze vyménou radkt na této poszici ziskat nenulové ¢islo a posunujeme se
do tfetiho sloupecku a pod (zelenym) ¢éislem dva chceme vyrobit nuly:



1 11 3 5
0 0 3 4
001 -2 =5

00 2 —4|-10

Vynasobime tfeti fadek dvéma a dostaneme:

111 3 5 111 3 5
00 3 4 0 0 3 4
001 -2 =5 00 2 —4]-10
00 2 —4]-10 0 0 2 —4]-10
Odecteme druhy fadek od tfetiho a ¢tvrtého:
111 3 5 111 3 5
00 3 4 0 0 3 4
00 2 —4]-10 00 0 —7|-14
00 2 —4]-10 000 —-7|-14

Zbyva posledni krok. Opét se posuneme o fadek niz a pod prvnim nenulovym éislem (-7) vy-
robime nulu. Od ¢tvrtého fadku odecteme treti:

111 3 ) 1 11 3 )
002 3 4 00 2 3 4
0 00 —14 0 0 0 —14
000 —=7|-14 000 O 0

Posledni fadek obsahuje samé nuly, které vyskrtneme, a mutiZzeme napsat ptivodni matici a
vysledny odstupnovany tvar:

00 2 3| 4 111 3 5
111 3| 5

~10 0 2 3 4
L 000 —7|-14
113 —-1]-5

Tento tvar matice predstavuje optimalni tvar soustavy rovnic zadané touto matici. V tuto chvili
uz nezbyva nic jiného, nez se vratit k rovnicim a soustavu dotesit. Zkuste si to! Za povsimnuti
stoji, ze v matici jsme vyskrtli jeden fadek. V pribéhu eliminace jsme tedy zjistili, ze dana
soustava obsahuje pouze tfi (tzv. nezéavislé) rovnice. Jedna rovnice byla v piuvodnim zadéni
"navic”. Co to znamena pro TeSeni soustavy se dozvite v dalsi kapitole.

1.3 Cvideni

Vyfteste pomoci elimina¢ni metody vSechny soustavy, které jste resili v minulych cvicéenich u
rozkladu na parcialni zlomky.



1.4 Pocet feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic

Vsechny soustavy, které jste zatim Tesili napt. v kapitole o rozkladnu na parcialni zlomky, mély
praveé jedno feSeni. Naskyta se otdzka, zda je tak tomu vzdy. Odpovéd zni, Ze neni. Napt. soustava

r+y=1
T+y=2

nema zadné feseni, protoze x + y nemuze byt soucasné 1 i 2. Pocet feSeni tedy muize byt 0. Muze
byt feSeni i vice? Soustava

z+y=1

20 + 2y =2
ma feSeni x = 1 a y = 0, jak snadno ovéfime tim, Ze do obou rovnic dosadime (zkouska).
Stejné tak ale funguje © = 0 a y = 1 nebo tfeba x = 10 a y = —9. Ve skutecnosti méa tato

soustava nekoneéné mnoho Teseni. Tuto skutecnost zachycujeme pomoci parametri. Pokud z
nabyva libovolnou reélnou hodnotu ¢, budou rovnice fungovat pro y = 1 — t. ReSeni zapisujeme
r=t,y=1—tproteR.

Je evidentni, Ze nekonecny pocet reseni je zptisobem tim, ze obé rovnice jsou ”skoro stejné”.
Druhé rovnice je dvojnasobkem prvni. Béhem eliminace by se jedna rovnice vyskrtla a zbyla
by jen jedna tzv. nezavisld rovnice (vice az budeme probirat linedrni zavislost a nezavislost).
Pokud je rovnic méné nez je poc¢et neznamych, muzou ” prebyvajici” neznamé nabyvat libovolnych
hodnot a soustava bude mit bud nekoneéné mnoho feSeni nebo zadné FeSeni, pokud rovnice
povedou ke sporu. Ptame-li se tedy na pocet feseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic,
jsou tfi moznosti (pokud se pohybujeme v R): zadné feSeni, jedno FeSeni a nekoneéné mnoho
feSeni. Jak pfi feSeni pozname, o jakou variantu se jedna? Uvidime, Ze pravé eliminac¢ni metoda
nam s odpovédi na tuto otdzku pomiiZze i u pomérné slozitych soustav.

Vyftesme soustavu zadanou matici:

1 11 1] 4
1 -1 1 -1 0
2 0 2 0 4
3 -1 3 —-1|-4

Pomoci eliminace pfevedeme matici na odstupriovany tvar:

1 11 1| 4 1 11 1| 4 1 11 1| 4

1 -1 1 -1 0 0 -2 0 —2|-4 0 -2 0 —2|-4 1111
2 02 0 4710 -20 -2(-4]"]0 ooooN[01o1‘
3 -1 3 —1|-4 0 —4 0 —4]-8 0 00 0] 0

kde v poslednim kroku jsme kromé vyskrtnuti nulovych radkt také vynasobili druhy fadek ¢islem
——. Po eliminaci vidime, ze ndm zlstaly pouze dvé nezavislé rovnice pro ¢tyri neznamé. Vratime

se k rovnicim (nezndmé oznacime tieba a, b, ¢, d):

at+b+c+d=4
b+d=2.

Méme-li soustavu (resp. matici) v odstupiiovaném tvaru, feSime vzdy zdola nahoru od
posledni rovnice. Vidime, ze v posledni rovnici mame dvé nezndmé b a d. Je tedy jasné, ze
kdyz jedna z nich, napt. d, bude nabyvat libovolnou hodnotu, vzdy najdeme spravnou hodnotu
pro neznamou b, aby rovnice byla splnéna. To zapiSeme tak, Ze d zvolime jako parametr: d = ¢



pro t € R. Potom dopocitdme b z posledni rovnice jako b = 2 — ¢t. Tim jsme vyfesili posledni
rovnici a mizeme se posunout k dalsi rovnici smérem nahoru. b a d uz zndme. V prvni rovnici
zbyva jesté a a c. Stejnou tvahou dojdeme k tomu, Ze ¢ zvolime jako parametr (miZe naby-
vat libovolnou hodnotu): ¢ = s pro s € R. Zbyvéa dopoditat a, to vyjadiime z prvni rovnice a
dosadime: a =4—b—c—d=4—(2—1t) —s—t=2—s. Soustava mé nekone¢né mnoho FeSeni,
které zapiseme:

a=2-—s
b=2—-1
c=3s
d=t,

prot,s € R.

Dulezité pozorovani je, Ze z kazdé (nezavislé) rovnice vyjadiime (vypocitame) pravé jednu
neznamou. Méame-li soustavu s odstupniovanou matici a zname tak pocet nezavislych rovnic,
vidime, kolik neznamych z danych rovnic uréime. Tim padem také vime, kolik neznamych
budeme moci libovolné volit neboli kolik budeme potiebovat parametri. Plati dilezité pravidlo:
pocet rovnic + pocet parametru = pocet neznamych.

V nasi soustavé jsme méli dvé rovnice pro ¢tyri nezndmé, dvé rovnice ”chybi”’a dvé neznadme tim

padem budeme volit. A opravdu jsme pouzili dva parametry. Nelze ovSem zvolit libovolné dvé

neznamé. Je potfeba vychazet z toho, jak rovnice vypadaji a fesit soustavu v odstupnovaném

tvaru postupné od posledni rovnice. V nasi soustavé napf. nemiizeme zvolit soucasné b =t a

d = s, protoze posledni rovnice je b+ d = 2 a jakmile zvolime d, neznamé b uz je urcena.
Vyfesme soustavu:

a+b+c+d+e=1
b+c+d=0.

Soustava je v odstupriovaném tvaru (matice soustavy bude v druhém fFadku zacinat nulou),
nebudeme uz proto provadét elimina¢ni metodu a muZeme rovnou prikrocit k feseni. Mame dvé
rovnice pro pét nezndmych, ocekdvame, ze tii nezndmé budeme moci libovolné zvolit: budeme
potfebovat tii parametry. V posledni rovnici b 4+ ¢ + d = 0 mizeme dvé neznamé libovolné
zvolit a tfeti nezndmou pak dopocitdme. To lze provést vice zpiisoby, zvolime tfeba d = t a
c=sprot,s € R adopocitdime b = —c — d = —s — t. Tim mame vyfeSenou posledni rovnici a
posuneme se o jednu rovnici vySe. V ni zatim nezname a a e. Zvolime e = r (r € R) a dopocitame
a=1—b—c—d—e=1-—r. Celkové jsme dostali feSeni:

a=1-—r
b=—-s—1t
c=3s
d=t
e=r

pror,s,t, € R.



Vyftesme jesté soustavu zadanou matici

1 01 1| 3
1 0 2 3| 6
2 0 3 5|10

Nejprve provedeme eliminaci:

Nyni méme matici v odstupiiovaném tvaru, nezndmé oznacime a, b, ¢, d, napiSeme si rovnice a
soustavu doreSime:

at+c+d=3
c+2d=3
d=1.

Jako obvykle postupujeme odspodu a dostavame postupné d = 1 z posledni rovnice, ¢ = 1 z
pfedposledni a @ = 1 z prvni rovnice. Nesmime jesté zapomenout na nezndmou b, kterd se v
rovnicich explicitné nevyskytuje. Rovnice na tuto neznamou nekladou zadné pozadavky, takze
muze nabyvat libovolnych hodnot, zvolime b = t, ¢ € R. Opravdu, mame Ctyfi neznamé, tii
rovnice a jeden parametr (3 + 1 = 4).

Zbyva odpovédét na otdzku, jak pfi vypoctu pozndme, Ze dané soustava nemd Feseni. Provedme
eliminaci nasledujici soustavy:

1 2 3|3 1 2 3| 3 1 2 3| 3
14 3(0(~]0 2 0]-3|~(0 2 0]-3
1 3 3|2 01 0]-1 0 0 0]-1

V poslednim kroku jsme nejprve treti fadek vynasobili —2 a poté secetli se druhym Fadkem.
Maéme odstupiiovany tvar a dostdvame rovnice:

T+2y+32=3
2y = -3
0=-1.

Vidime, Ze treti rovnice nebude splnéna nikdy bez ohledu na hodnoty z,y a z, coz znamena, ze
dané soustava nemé feSeni. Rovnice typu 0 = ¢, kde ¢ # 0 je poznévacim znamenim soustav,
které nemaji feseni. V maticovém zapisu to znamend, ze v soustavé, kterd nemé feseni, se
béhem eliminace objevi Ffadek [ 0 .. 0 ‘ c] , kde ¢ # 0. Jakmile béhem vypoctu narazime na
fadek tohoto typu, vime, Ze dand soustava nemé FeSeni (a nemusime samoziejmé déle v po¢itani
pokracovat).



1.5 Homogenni a nehomogenni soustava

Pri feseni soustav linearnich algebraickych rovnic ¢asto narazime na rovnice, které vsechny maji
na pravé strané nuly. Takova soustava se nazyvd homogenni. Jakdkoliv jind soustava je pak
nehomogenni. Homogenni soustava je tfeba:

r+y+2=0
r—2y+32=0
20 +y+2z=0.

ZapiSeme soustavu pomoci matice a provedeme elimina¢ni metodu:

1 1 110 1 1 10 1 1 110
1 -2 3|10 ~|0 -3 2|0 ~]0 =3 =210
2 1 110 0 -1 1|0 0 0 510

Mame matici v odstupniovaném tvaru, vratime se k rovnicim:

r+y+z=0
—3y—22=0
5z = 0.

Postupné odspodu ziskdvame feseni z = 0, y = 0 a x = 0. Pokud si prohlédneme provedenou
eliminaci, vidime, Ze na pravé strané (posledni sloupec v matici za ¢arou) jsou od zacatku
do konce nuly. Pokud fesime homogenni soustavy, jsou na zacatku nuly vzdy a provadénim
elementédrnich dprav (vymeéna fadki, vynasobeni fadku nenulovou konstantou, pfi¢teni nasobku
fadku k jinému fadku) se to nezméni. To mé pro nés dva disledky.

Prvnim je, ze homogenni soustava ma vzdy feSeni. V predchozi kapitole jsme ukazovali, ze
pfi feseni soustavy, kterd nemé feseni, narazime na rédek [ 0 ... 0 ‘ c] , kde ¢ # 0. Pfi feSeni
homogenni soustavy ale v poslednim sloupci nemiize byt nenulové ¢islo. (Dalsim divodem pro
to, ze homogenni soustava ma vzdy Tfeseni je, ze kazdou homogenni soustavu fesi, pokud za
vSechny neznamé dosadime nuly. To ale neznamend, ze homogenni soustava nemtze mit jesté
dalsi, nenulové Feseni.)

Dalsim dtsledkem je nésledujici aprava zapisu: protoze se béhem eliminace homogenni sous-
tavy nuly na pravé strané neméni, ze zapisu je vynechavame. V maticovém zapisu homogenni
soustavy vynechdvame svislou ¢aru oddélujici pravou stranu rovnic a nepiSeme posledni sloupec
nul. Maticovy zapis a eliminace nasi soustavy pak bude vypadat:

1 11 1 11 1 1 1
1 -2 3|~|0 -3 2|~]0 -3 -2
2 11 0 -1 1 0 0 5

Pokud narazime na soustavu zadanou matici, ve které neni svisla ¢ara, znamena to, ze fesime
homogenni soustavu a na pravé strané jsou nuly. Pozor na to, obvyklad chyba je povaZovat
posledni sloupec i v takové matici za pravé strany rovnic. Pak ale misto homogenni soustavy
fesite soustavu nehomogenni, kterd ma o jednu nezndmou méné, a cely vypocet je vzhledem k
puvodnimu zadani zcela nesmyslny.



1.6 Shrnuti

Seznamili jsme se algoritmem pro feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic, ktery se nazyva
Gaussova elimina¢ni metoda. Shriime si na zavér celkovy postup:

1. Pokud je soustava zadana ve formé rovnic, prepiSeme si ji do maticové podoby.

2. Pomoci elementarnich tGprav prevedeme matici na odstupnovany tvar. Je nutné matici
upravit opravdu na spravny tvar, kdy kazdy nésledujici fddek obsahuje zleva vice nul nez
predchozi Fadek.

3. Jedinou vyjimkou z bodu 2 je situace, kdy narazime na fadek [ 0 .. 0 ‘ c] , kde ¢ # 0.
V tu chvili vime, Ze soustava nema feSeni, a vypocet muzeme ukondit.

4. 7Z matice v odstupnovaném tvaru prepiSeme soustavu zpatky do podoby rovnic. Ty vyiesime.
Postupujeme vzdy zdola nahoru od posledni rovnice (dle poradi fadka v matici). Z kazdé
rovnice vypocitame pravé jednu nezndmou. Pokud je tam neznamych vice (takovych, na
které jsme jesté nenarazili pii feSeni pfedchozich rovnic), miZzou az na jednu nabyvat li-
bovolnych hodnot. K popisu tohoto faktu pouzijeme parametry. Posledni nezndmou pak z
rovnice vyjadiime.

Zakladem TeSeni je stale s¢itaci metoda. Diilezitym pfinosem eliminac¢ni metody je algoritmus,
podle kterého vime co s ¢im mame séitat a jakého cile potiebujeme dosdhnout. Zejména soustavy
s jinym poctem feSeni nez s jednim by se nahodilym séitanim rovnic feSily jen velmi obtizné.
Naopak z odstupriovaného tvaru pozname vse véetné pripadného poc¢tu paranetri, které budeme
potiebovat.

1.7 Zpétny chod elimina¢ni metody

V této kapitole se budeme soustifedit pouze na soustavy, které maji pravé jedno feseni. Zpétny
chod se da sice zavést obecnéji, ale pro nase potfeby v kapitole o inverznich maticich si vystacime
jen s nejjednodussi variantou pro soustavy s jednim fesenim. Zpétny chod navazuje na pifimy
chod eliminace. Pokud se zajimamame pouze o soustavy s pravé jednim resenim, musime mit
soustavu, kterd mé stejny pocet rovnic a neznamych a v eliminaci nevznikne zadny nulovy radek
v levé Casti matice. Takova eliminace vypada tfeba takto:

11 1 1 1|4

1 0 2(5(~]0 —1 1]1

1 1 2|6 0 0 1|2
Opravdu se jedna o soustavu s pravé jednim fesenim, pro takové soustavy je po eliminaci typicky
trojuhelnik nul v levé spodni ¢asti (¢ervené 0). Z tohoto tvaru rovnic uz jsme se vraceli k rovnicim
a vime, ze doresit takovou soustavu je snadné. V nékterych situacich se presto mize hodit tzv.
zpétny chod eliminace. Nevratime se zpatky k rovnicim, ale budeme pokracovat v eliminaci
z cilem vytvofit podobny trojihelnik nul také vpravo nahote. Odectenim spodniho fadku od
prvniho a druhého dostaneme nuly v poslednim sloupci:

1 1 114 1 1 2
0 -1 1|1~ {0 -1 -1
0 0 1|2 0 01 2

Pokracujeme v eliminaci stejnym systémem, ale odspoda a od posledniho sloupce. Proto se tento
postup nazyva zpétny chod. Pricteme druhy fadek k prvnimu a dostaneme:

1 1 2 1 1
0 -1 -1 ~]10 -1 -1
0 01 2 0 01 2



V tuto chvili mame trojtahelnik nul jak vlevo dole (¢erveny), tak vpravo nahofe (zeleny). Posledni
uprava spociva v tom, ze kazdy radek vynasobime takovou konstantou, aby mezi obéma nulovymi
trojuhelniky byly jednicky (tzv. jednotkovd matice, viz dalsi kapitola o maticich). V nasem
prikladu sta¢i vynéasobit druhy rfadek c¢islem —1.

1 1 1 1
0 -1 -1 ~10 1 1
0 01 2 0 0 1|2

Tento tvar (dva trojihelniky nul a jednicky mezi nimi) je cilem zpétného chodu. Vyhoda
takového tvaru bude zrejmé, kdyZ napiseme soustavu rovnic reprezentovanou takovou matici:

r=1

z=2.
Zapis rovnic je vlastné stejny jako zapis feseni, s takovou soustavou uz nemusime dal nic délat.

Vratime-li se do maticového zapisu, vidime, Ze na konci zpétného chodu méame v poslednim
sloupci primo feseni soustavy.

(Na dalsi strance nasleduje cviceni.)



1.8 Cvideni

Naleznéte vSechna feSeni soustav zadanych matici (pro soustavy s jednim feSenim provedte

zpétny chod):
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Reseni: (Vzhledem k tomu, Ze proces eliminace neni ddn jednozna¢né, parametricky popis
FeSeni se muze liSit. Musi ale popisovat stejnou mnozinu feseni. Neznamé znacim pismeny ze

zaCatku abecedy, takZe po fadé a,b,c...)
l.a=2,b=0,c=-2

2. nema4 TFeSeni

3.a=5t4+6s—2,b=1—-2t—3s,c=t,d=s,kdes,t eR

4. a=0,b=—-t—s,c=1t,d=s,kde s,t € R

5. a=-r—+2s—-2t,b=r,c=2s,d=s,e=1t,kder,s,t € R



