1 Matice

V kapitole o feseni soustav elimina¢ni metodou jsme poznali objekty, které se nazyvaji matice.
Pouziti matic v matematice se neomezuje zdaleka jenom na feSeni soustav, maji mnohé dalsi
vyuziti. Seznamime se proto s jejich zédkladnimi vlastnosmi.

Matici typu r X s nazyvame obdélnikové schéma (tabulku) redlnych cisel, které ma r radki
a s sloupci. Matice typu n X n se nazyva ¢étvercova (ma stejny pocet fadku a sloupci). Matice
znacime velkymi pismeny (v sdzeném textu tucéné) a zapisujeme do hranatych zavorek (nékdy
se pouzivaji také kulaté zavorky):

ain ar2 - Al
a1 az2 - Az
Qr1 Qr2 - Qps

Prvky matice znac¢ime malymi pismeny (stejnymi jako je nazev matice) vzdy se dvéma dol-
nimi indexy. Prvni index iik4, ve kterém rfadku matice se prvek nachazi, a druhy index stejnym
zpusobem oznacuje sloupec. a; 2 je tedy prvek matice A, ktery se nachézi v prvnim fadku a ve
druhém sloupecku. a; ; je prvek matice A, ktery se nachézi v i-tém faddku a v j-tém sloupecku.
Maéme-li konkrétné

1 1 1 6
B=|1 -2 -1 2/,
2 3 3 17

jedna se o matici typu 3 x 4, protoze ma 3 fadky a 4 sloupce. Prvek v prvnim fadku a ve ¢tvrtém
sloupci je by 4 = 6. Prvek ve tfetim fadku a ve druhém sloupci je b3 2 = 3.

1.1 Jednoduché operace s maticemi

Kromé eliminac¢ni metody, se kterou jsme se seznamili v kapitole o soustavich, mtizeme s mat-
icemi provadét i jednoduché aritmetické operace.

Nejprve musime uvést, co znamena, ze matice se rovnaji. A = B znamen4, ze matice A a B
jsou stejné. Podrobnéji: obé jsou stejného typu (maji stejny pocet fadki a sloupcit) a vSechny
prvky na odpovidajicich si pozicich se rovnaji. Rovnost matic vlastné prevadime na rovnost vsech
jejich prvki: fikdme po prvcich. Za chvili uvidime, ze také séitani a odcéitani matic probihé po

prvcich. Jestlize napft.
z 1| |71
2 31 |2 3]’

musi nutné platit x = 7, protoze vSechny prvky na odpovidajicich si pozicich se musi rovnat.
Podminka, Ze matice jsou stejného typu, je samoziejmé splnéna.

Pozor, je nutné rozliSovat pravé definovanou rovnost matic a relaci ekvivalence ~, se kterou
jsme pracovali u soustav. A ~ B znamena, Ze matice B vznikla z A kone¢nym poctem elemen-
tarnich tprav (elimina¢ni metodou). Plati napt.

11 11
)~ Lo o]~
tyto matice se ale nerovnaji (u prvnich dvou matic se prvky v druhych fadcich nerovnaji, tieti
matice je dokonce jiného typu—ma jiné rozméry):

H Rl



Séitani a odéitani matic definujeme pro matice stejného typu po prvcich: jestlize C = A+ B,
plati ¢11 = a1,1 +0b1,1 a tak dale pro vsechny prvky. A analogicky pro od¢itani. Mame tedy napf.

nebo

11'+’1 2] _[2 3
1 1] [3 =8] |4 -7}’

10 10 10] [1 23] [ 987
1 1 5 13 =8 1| [-2 9 4|

Soucet
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neni definovéan.

Podobnym zpisobem, tedy po prvcich, je definovano také nésobeni matice ¢islem (nékdy
se k4 nasobeni matice skaldrem). Nasobime-li matici ¢islem, ndsobime timto ¢islem kazdy jeji
prvek:

eI g |

V kapitole o inverzni matici se bude hodit obraceny proces, vytknuti ¢isla z matice:

1.2

HEIR b
3 5|75 -

Nasobeni matic

V predchozi kapitole jsme zavedli rovnost, sc¢itdni a odc¢itani matic, pficemz vse se jednoduse
prenaselo na prvky. Ukazuje se, Ze definovat takto nasobeni matic by nebylo vhodné. (Definovat
nasobeni mizeme jak chceme, jde o to, aby nami zavedend operace byla uziteéna.) V dalsich ap-
likacich se ukazuje jako i¢elné definovat nasobeni ponékud jinym zptisobem. Vyjimecné uvedeme
formalni definici:

Definice 1 Budte A matice typu m x n a B matice typu n X p. Soucin matic A a B definujeme
jako matici C = A - B typu m X p, pro jejiz proky plati proi=1...m ak=1...p:

n
Cik =Y a;bik.
=1

7 této definice plynou nésledujici vlastnosti nasobeni matic:

1.

Vsimneéte si, ze matice A a B nemusi byt stejného typu. Diilezity je ale spoleény rozmér n
udéavajici, kolik sloupct méa matice A a soucasné kolik radkt ma matice B. Pokud matice
nemaji tento rozmér stejny, nejdou nasobit!

. S predchozim pozorovanim souvisi fakt, Ze definice neni symetrickd pro A a B. Zilezi

tedy na potadi, ve kterém nésobime. Miuze se stat, ze A - B je definovano (A mé stejny
pocet sloupcii jako B fadku), ale B+ A definovano neni (B nem4 stejny pocet sloupcii jako
A tadka). Muze se ovSem také stat, ze oba soufiny jsou definovany, ale A -B # B - A.
Navic existuji i matice, pro které A -B = B - A. Vlastnost A - B = B - A se nazyva
komutativnost nasobeni a nasobeni matic tedy obecné neni komutativni. Na to je tieba
pFi pocitani dévat velky pozor! Sice existuji i matice, jejichZ soucin komutativni je, to
ale zpravidla neumime dopfedu poznat a rozhodné neudéldme chybu, kdyz budeme pfi
pocitani s maticemi dusledné dodrzovat poradi soucinu. Poznamenejme na zaveér, ze neni
dtilezité, kterd matice se jmenuje A a ktera B, ale ktera je prvni v poradi a ktera druhé.



3. Zbyva ukazat, jaky je tedy postup pfi vypoctu soucinu matic. Vezméme si matice

—_
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Spocitejme dle definice souéin A - B. Ten je definovan, protoze matice A (prvni v nasem
souc¢inu) mé t¥i sloupecky a matice B ma tfi fadky. Soucin v opaéném potradi B - A
definovan neni, protoze tentokrat je prvni v poradi matice B, kterd ma t¥i sloupecky,
ale druha v poradi, matice A ma jen dva fadky. Ozna¢me pocitany soucin jako matici
C = A - B. Tato matice bude mit stejny pocet radku jako A a stejny pocet sloupct jako
B, pitjde tedy o matici typu 2 x 3. Ta mé celkem Sest prvkii, spoéitat musime kazdy zvI4st.
Za¢neme prvkem na pozici 1,1 (v prvnim fddku a v prvnim sloupci). Do definiéniho vztahu
dosadime ¢ =1 a k£ = 1 a dostaneme:

3
c11 = E ay;bj1 = a11b11 +aiba1 + a1 3b3;.
j=1

Pro rozepséni sumy dosazujeme za j postupné 1, 2, 3 a s¢itdme. Prvky matic A a B zname,
dosadime konkrétni hodnoty a pokracujeme:

3
c1,1 = Zaijj,l = al,lbl,l + (11721)271 + a1,3b371 =1-14+0- +2-3=14+0+6="7.
j=1

Znézornéme provedeny vypocet v maticich:

1

A.B:[l 2].

1 3 -
[
13| =T -
2 -5 3 9 1

3

Znazornéme jesté vypocet pro prvek matice C ve druhém fadku a ve tretim sloupci.
Dosadime ¢ = 2 a k = 3 a dostaneme:

3
23 = Za27jbj,3 = a2,1b1,3—|—a272b2,3—|—a273b3,3 =234+ 3431 = 6+(—15) +3 = —60.
j=1
1 1 3 _
A-B:[; 0 ?,] -2 1 :[‘ ' 6‘]:0.
3 2 1 e

Vidime, Ze pfi vypoétu prochézime v prvni matici fadek (ten, ve kterém lezi pocitany
prvek) a ve druhé matici prochdzime sloupec (ten, ve kterém lezi pocitany prvek). N&-
sobime postupné prvni prvek v faddku (1. matice) s prvnim prvkem sloupce (2. matice),
druhy prvek s druhym prvkem atd. a jednotlivé vysledky sc¢itdme. Heslo pro zapamatovani
si vypoctu soucinu matic je "fadek krat sloupec”. Nyni uz nemusime rozepisovat sumu
z definice a miZzeme rovnou pocitat:

7 ]=e

A.B:[l 2].
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1.3

113 ;
A-B:[; - ?,] 92 1 :[7 5 _g]:c.
3 21 T

Timto zptsobem postupné doplnime celou matici:

1 1 3
1 0 2 75 5
A.B:[ } 201 3 :[ }:c.
2 -5 3 3 9 1 21 3 -6
X 3 3 x3 X 3

Znazornéme si jesté typy jednotlivych matic. Pocet sloupct 1. matice (A) musi byt stejny,
jako pocet Ffadku 2. matice (B), jinak by soucin nebyl definovan. V nasem ptipadé jsou
oba tyto rozméry 3. Pocet fadkt 1. matice (A) 2 a pocet sloupcti 2. matice (B) 3 urc¢uje
rozmér vysledné matice C.

Z definice nasobeni se daji odvodit dalsi vlastnosti této operace. Formalné to provadét
nebudeme, pouze si shrneme vysledky. Na trovni, ve které se zde budeme pohybovat, je
jediny podstatny rozdil mezi séitdnim a nésobenim matic a s¢itdnim a nasobenim (reél-
nych) ¢isel to, Ze nasobeni matic neni komutativni (pfi podrobnéjsim studiu bychom néjaké
dalsi rozdily nasli). Ostatni vlastnosti, na které jsme zvykli z ¢iselné aritmetiky, plati i pro
nasobeni matic. Zde jsou ty nejbéznéjsi vlastnosti:

e (A-B)-C=A:(B-C), tzv. asociativnost

e (A+B)-C=A-C+B-:C, tzv. prava distributivnost

e C-(A+B)=C:A+C:B, tzv. leva distributivnost
Rovnosti plati pro libovolné matice takové, ze vSechny souciny maji smysl. Distibutivnost
je roznasobovani zévorky resp. obracené vytykani. Uvadime zvlast levou a pravou distribu-
tivnost proto, Ze nasobeni neni komutativni a musime rozliSovat, zda se nasobi zleva nebo

zprava. Uvédomte si také, ze z vyrazu C - A 4+ B - C se nedd vytknout matice C, protoze
v prvnim soucinu se touto matici nasobi zleva a v druhém soucinu zprava.

Cvideni

Rozhodnéte, zda jsou definovany A -B nebo B-A. Soudiny, které maji smysl, spocitejte! Vsimejte
si také komutativity soucinu, tj. zda plati A-B =B - A.

1.

A=|2 -5 3|,B=
1 05 521
00 —2



1 2 12 100
A=1|2 -5 3|,B=|0 10
1 -1 3 0 01
Reseni:
6 -5 20
y . 3 -5 14 ” , .
1. A - B neni definovdno. B - A = 3 —10 17 |- Sou¢in A a B neni komutativni,
-2 0 —10
protoze A - B neexistuje.
5 —15 10
2.A-B=[11].B-A=10 0 0. Soudin A a B neni komutativni, protoze A - B je
3 -9 6

matice jiného typu nez B - A.

00
ieA-BZB-A.

3. A-B= {O 0 ], B-A= { _g _; } . Ackoliv jsou oba vysledky matice stejného typu,

1 2 12
4. AB=B-A= |2 -5 3| .Soudin jekomutativni a vSimnéte si také A-B =B-A = A.
1 -1 3

Je to proto, ze B je tzv. jednotkova matice (viz dale).

1.4 Inverzni matice

Matice zatim umime scitat, od¢itat a nasobit. Pfi porovnani s aritmetikou realnych cisel jsme
uvadéli, ze na této zédkladni irovni maji maticové operace podobné vlastnosti jako operace mezi
¢isly — az na komutativnost nasobeni. V realnych c¢islech existuji ve vztahu k operacim specialni
prvky: &sla 0 a 1. Cislo 0 je tzv. neutralni prvek pro s¢itéani: pro libovolné realné a plati a+0 = a.
P1i secteni s nulou se ¢islo neméni. Analogicky je 1 neutralni prvek pro nasobeni: pro libovolné
realné a plati a - 1 = a. Nalezneme neutralni prvky i pro maticové operace?

Najit neutralni prvek pro scitani je snadné, je to tzv. nulova matice, jejiz vSechny prvky jsou
nuly. Nulova matice mtze byt libovolného typu,

0 0
0=|0 0
0 0

o O O
o O O

je nulova matice typu 3 x 4.

U nasobeni je situace malinko komplikovanéjsi, snadno ovérime, Ze matice, kterd ma na
vSech pozicich jednicky, jako neutralni prvek pro nasobeni nefunguje. Z definice nasobeni se da
dokazat, Ze roli neutralniho prvku pro nasobeni hraje tzv. jednotkova matice, coz je ¢tvercova
matice, jejiz prvky jsou jednicky a nuly, jeji prvky se nékdy znaci 6; ; a plati:

0, i#]
%:{ 1, i=j.

Jednicky jsou tedy na pozicich, kde je tfadkovy i sloupcovy index stejny, tyto prvky se nazyvaji
hlavni diagonala. Mimo tuto hlavni diagonalu jsou nuly. Jednotkovou matici budeme znacit E



nebo E,,, budeme-li chtit zdiraznit, ze se jedna o matici typu n x n. Mame tak napi. jednotkovou
matici 3 x 3, kterou oznac¢ime Ej3 nebo jen zkracené E:

100
Es=[0 1 0
00 1

Pro libovolné matice plati A-E = A a E-B = B, je-li E jednotkova matice a maji-li souciny
smysl. Je-li C ¢tvercova matice stejného typu jako E, plati dokonce C-E=E-C = C.

Zabyvame se zakladnimi operacemi s maticemi, ale nemluvili jsme o déleni matic. Je to proto,
ze déleni matic neexistuje. Ukazeme si, ze v nékterych situacich se da absence déleni ”obejit”.
Déleni je totiz potfeba docela c¢asto. Predstavme si redlnd ¢isla a rovnici 2¢ = 6. Pro vyfeseni
této rovnice stac¢i obé jeji strany vydélit dvéma a dostaneme Feseni x = 3. D4 se takova rovnice
vytesit bez déleni? Zména je mala, ale formalné déleni nepouzijeme: obé strany vynéasobime
gislem 271 = % a dostaneme %23: = %6, z ¢ehoz uz Teseni plyne. Princip spociva v tom, Ze
obé strany vynasobime takovym ¢islem, aby koeficient u x vySel po provedeni této upravy 1
(2-271 = 1). Pro realn4 ¢isla takova hodnota vzdy existuje s jednou vyjimkou — tou je é&islo 0. Je
proto prirozené se ptat, zda ke kazdé matici bude existovat dalsi matice takova, ze pfi soucinu
téchto matic vyjde jednotkova matice (maticové jednicka). Pti feSeni této otdzky se omezime na
¢tvercové matice a ukazeme, si ze pro nékteré matice mé takova tloha feseni. Pro tyto matice
pak bude mozné nahradit déleni ndsobenim maticovou analogii k prevracené hodnoté ¢isel. Pro
jednoduchou ilustraci si pfedstavme nésledujici maticovou rovnici: budte zadany matice

S

T11 %12
X = ’ I
T21 2,2

a neznama matice

Nyni chceme vyTesit maticovou rovnici
A -X=B.

Jedna moznost je dosadit konkrétni matice, vynasobit A a X a porovnanim prvkd na jed-
notlivych pozicich dostaneme soustavu linearnich rovnic pro ¢tyfi neznamé prvky matice X.
Tento postup si pfedvedeme za chvili na podobné illoze. Nasim hlavnim cilem vsak je zkoumat
moznosti, jak se vyporadat s absenci operace déleni u matic. Kdyby totiz neSlo o matice ale
o Cisla, stacilo by k Teseni dané rovnice vydélit A. Jak jsme jiz zmirniovali vyse, cesta povede
pres analogii pfevracené hodnoty. Kdyby se ndm povedlo najit takovou matici — ozna¢me ji jako
analogii pfevracené hodnoty A1, pro kterou by platilo A~ - A = E (E oznacuje jednotkovou
matici), dalo by se k feSeni rovnice misto neexistujictho déleni A pouzit ndsobeni AL (Tak
jako jsme Gplné na za¢atku misto déleni 2 nasobili 27! = %) Dostavame tak podobnou tilohu

A-Y=E,
kterou vyresime vyse zmiriovanym zpusobem pres soustavu pro prvky. Neznama matice
a b
Y —
c d
pfitom znaéi hledanou matici oznacenou v predchozim textu jako A~'. Dosadime za matice a

dostaneme
3 1 |a bl 10
5 2 c d| |0 1



Po vynasobeni ("fadek x sloupec”) méame

3a+c 3b+d] _[1 0
Sa+2¢ Sb+d| |0 1]

Matice se rovnaji, pokud jsou stejného typu a pokud se rovnaji prvky na odpovidajicich si
pozicich. Porovnanich jednotlivych prvka dostavame soustavu:

Ja+c=1
3b+d=0
5a+2c=0
50 +d=1.

Na prvni pohled se jedna o soustavu ¢tyr rovnic pro ¢tyri neznamé. To je logické, hledame matici
typu 2 x 2, kterd ma ¢tyfi prvky. Takovy postup ovSsem nevypada pro praktické pouziti piilis
slibné, pro stale jesté malou matici 3 x 3 bychom dostali devét rovnic pro devét neznadmych.
Na druhy pohled si ale vS§imneme, Ze proménné a,c a b,d se v rovnicich vyskytuji oddélené a
jedna se tak vlastné o dvé soustavy vzdy pro dvé neznamé. (Rozmyslete si, pro¢ jsou vyhodnéjsi
dvé soustavy pro dvé nezndmé nez jedna velkd pro ¢tyfi neznamé. Pro matici 3 x 3 jsou to tfi
soustavy po tfech nezndmych versus jedna velkd soustava pro devét nezndmgych). NapiSme si
obé soustavy:

3a+c=1 3b+d=0
5a +2c=0" 504+d=1"

I kdyz se jedna o malé soustavy, vyiesime je elimina¢ni metodou. Nasim hlavnim cilem je totiz
na tomto prikladu ilustrovat obecny algoritmus pro feSeni tohoto problému. PiepiSme si tedy
obé soustavy do maticové podoby:

3 11 3 110
5 20 5 211}
A obé soustavy vyfesme (pouzijeme i zpétny chod):
3 1|1 3 1 1 3 0| 6 1 0| 2
5 210 0 1]|-5 0 1]|-5 0 1]|-5

3 1|0 3 1|0 3 0]-3 1 0|-1
5 211 0 1|3 0 1] 3 0 1] 3|’
Prechodem zpatky k rovnicim dostavame rovnou reseni:

c=-5" d=3

. -1 _ a b o 2 1
a2

Podivame-li se ted pozorné na feSeni obou soustav (Cervené a modré). Vsimneme si, ze obé
soustavy se lisi pouze na pravych stranach, levé strany s neznamymi jsou stejné — obé€ matice
(Cervend a modra) jsou pred svislou ¢arou oddélujici pravou stranu (tzv. matice soustavy) stejné.
A jsou stejné i jako puvodni matice A. To Ze jsou stejné ¢asti rovnic s nezndmymi v obou

a hledana matice je



soustavach znamené, ze také obé eliminace jsou stejné: pouzivame stejné elementérni dpravy
a levé Casti matic (matice soustavy) jsou v obou pfipadech stejné. (Porovnejte si ¢ervenou
a modrou eliminaci.) Protoze neradi piSeme dvakrat stejné véci a chceme si postup co nejvice
ulehcit, zavedeme nésledujici zadpis umoziujici vytesit obé soustavy najednou. Za ¢aru oddélujici
v maticové reprezentaci pravou stanu napiSeme nejprve pravou stanu prvni soustavy (pro a,c,
Cervend) a potom pravou druhé soustavy (pro b, d, modré). Tento zapis predstavuje feSeni obou
soustav nardz, Muzeme to takto udélat proto, ze leva ¢ast (matice soustavy) je v obou piipadech
stejna. Dostavame:

3 1(1 0 3 1| 1 0 3 0] 6 -3 1 0| 2 -1

5 210 1 0 1|-5 3 0 1]-5 3 0 1|-5 3|
Pro ptehlednost kopiruji z pfedchozi stranky feSeni obou puvodnich soustav. Zakryjete-li v
horni eliminaci posledni modry sloupec, dostanete feSeni prvni soustavy — ¢ervené reseni dole.

Zakryjete-li v horni eliminaci pfedposledni cerveny sloupec, dostanete feseni druhé soustavy —
modré feseni dole.

3 1|1 3 1] 1 3 0| 6 1 0 2
5 210 0 1]-5 0 1|5 0 15|’

3 1|0 3 1|0 3 0|-3 1 0]-1
5 211 0 113 0 1] 3 0 1] 3|
Porovname-li zadani dlohy a jeji feseni s eliminaci
3 1|1 0 3 1| 1 0 3 0] 6 -3 1 0| 2 -1
5 210 1 0 1|{-5 3 0 1]-5 3 0 1|-5 3|
vidime, Ze na zacatku mame v levé ¢asti ptivodni matici A a v pravé ¢asti jednotkovou matici.
Na konci méame jednotkovou matici vlevo, v pravé &sti je piimo hledan matice A~'. Takto
to bude fungovat vzdy, nezavisle na konkrétnim zadani (¢tvercové) matice A a jejim typu

(rozméru). Tento algoritmus se nazyva Gaussova-Jordanova eliminace. Uvedme ted formalni
definici a shrnuti vyse predvedeného algoritmu.

Definice 2 Pro ctvercovou matici A typu n x n definujeme inverzni matici jako ctvercovou
matici A~ stejného typu, pro kterou plati A- A™' = A™'- A = E, kde E je étvercovd matice
opét stejného typu n x n. Pokud k matici A existuje inverzni matice, nazyvame A requldrni
matict. V opacném pripadé rikame, Ze A je singuldrni.

Inverzni matici hleddme pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace. Pokud hleddme inverzni
matici k A typu n x n, za¢neme tak, Zze do jedné matice napiseme vlevo matici A a za svislou
oddélovaci ¢aru pak jednotkovou matici stejného typu E. Na celou matici typu n X 2n pouzijeme
nejprve pfimy a poté zpétny chod eliminace. Pokud v levé ¢asti pfi eliminaci nevznikne v priibéhu
eliminace nulovy fadek, dostaneme na konci jednotkovou matici v levé ¢asti a vpravo bude
hledana inverzni matice A~'. Schématicky: [A|E] ~ [E|A~']. Mé&me piitom na paméti, ze
tento zapis vlastné reprezentuje soubé&zné feseni n soustav pro dohromady n? neznamych prvkt
hledané inverzni matice.

Priklad: naznéte inverzni matici k

I
S~
— =N
— = O



Inverzni matici hleddme pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace. NapiSeme vedle sebe matici A
a jednotkovou matici:

S = O

1 2 01 0
1 1 10 0
01 10 1

pocitejte i sami, abyste vidéli, které tpravy

—~

a provedeme nejprve pfimy chod elimina¢ni metody

provadime):
1 2 011 00 1 20 1 00 1 20 1 00
1 11,010}|~j0 -1 1|-110{~f0 -1 1]-1 10
01 1{0 01 0 11 0 01 0 0 2|-1 11

V tuto chvili vidime, Ze tloha m4 feSeni (vice o tom jesté dale) a pokrac¢ujeme zpétnym chodem:

[ 1 2 0 1 00 1 20 1 00
0 -1 1|-1 1 0|~1(0 20 1 -1 1|~
|0 0 2 11 0 0 2 11

~1 -1

(1.0 0] 0 -1 1 00| 0 1 -1

~l0 20 1 - ~l0o 10 & -3 1],
00 2/-1 1 1 00 1|-5 5 3

kde v poslednim kroku jsme druhy a tfeti fadek vynésobili %, aby vlevo byla opravdu jednotkova
matice. Vysledek je

0 1 -1 (o2 2
A*lz%—%%:§1—11
SR I

Protoze je ru¢ni vypocet velice nachylny na pocetni chyby, provadime na konci zkousku. Ovéfime,
7e A-A7' =E:

1 20 1 00
1 11 =101 0
011 0 01

NI O
[Nl Gl [y e—y
DN =

Zbyvéa se podrobnéji zabyvat otazkou existence a neexistence inverzni matice. Za¢néme prik-
ladem a hledejme inverzni matici k matici

11
B= .

V Gaussové-Jordanové eliminaci

1 1|11 0 1 1] 10

3 3|10 1 0 01-3 1
narazime (v tomto jednoduchém ptikladu velice rychle) na nulovy fadek v levé ¢asti. Z tohoto
tvaru ovSem nemtizeme pokracovat zpétnym chodem k jednotkové matici. Vzpomene-li si, Ze
tento zapis vlastné reprezentuje dvé soustavy, vidime, Ze ani jedna z nich nem4 feSeni. Inverzni
matice tedy neexistuje — B je singuldrni matice.

Zapamatujte si, ze pokud béhem Gaussovy-Jordanovy eliminace vznikne nulovy fadek v levé

Césti, znamend to, Ze inverzni matice neexistuje (a puvodni matice je singuldrni). Naopak pokud
nulovy fadek nevznikne, inverzni matice existuje (a ptivodni matice je regularni). V situaci, kdy



zddny nulovy fadek nevznikne, maji vSechny soustavy pravé jedno feSeni. Vysledkem je tedy
vzdy jen jedna matice. To je v poradku, da se dokazat, ze k regularni matici existuje inverzni
matice pravé jedna — ta, kterou nalezneme Gaussovou-Jordanovou eliminaci.

Vratme se nyni k tloze ze za¢atku této kapitoly, k rovnici A - X = B, kde

S

T T
X - | Tu1 Ti2 |
T21 2,2

a neznamé matice

Inverzni matici k matici A jsme uz také spocitali:

4 [ 21
A _[_5 3].

Rovnici vynasobime zleva inverzni matici A~! a dostaneme
A A X=A""B
Soucin matice s inverzni matici je dle definice jednotkova matice (A_1 A = E), takze dostaneme:
E-X=A"1B,

kde E je jednotkovd matice patfi¢ného typu (t. E - X = X)), takZe dostavamé Feseni

2 1 1 2 5 8
X=A"1B= : = .
[ -5 3 ] [ 3 4 ] [ 4 2 ]
Pii dpravach (nejen) této rovnice je nutné pamatovat na to, Ze ndsobeni matic nemusi byt
komutativni. Pokud tedy obé& strany rovnice nééim nasobime, musime bud nasobit obé strany

zleva nebo obé strany zprava. My jsme nasobili obé rovnice zleva. Kdybychom obé strany rovnice
vynasobili inverzni matici zprava, dostali bychom

A-X-A'=B-A"!

coz je sice platnéd tprava, ale nijak ndm nemuize s feSenim rovnice, protoze nemutizeme vyuzit
A~!'. A = E. A pokud bychom vynésobili jednu stranu zleva a jednu stranu zprava, bylo by to
Spatné, napr.:

AL A X#£B- Al

Kromé poradi nasobeni musime také vzdy, kdyZ chceme pracovat s inverzni matici, kontrolo-
vat regularitu matice. Varovanim mize byt néasledujici feseni: Pro matici

o=[13]

C-X=0C.

naleznéme FeSeni rovnice

ODbé strany rovnice vynasobime inverzni matici zleva:
clt.c.x=c't.c

a dostavameé reseni



Resenim je jednotkova matice, coz se vzhledem k tvaru rovnice dalo ¢ekat. Az potud se zda vse
v poradku. Dosadime-li ovSem do rovnice

11
X = :
11 1 1] |11
2 2 00 |2 2}’
vidime, Ze i tato matice X fe$i danou rovnici. Jak ale muze existovat dalsi feseni, které jsme
nasim pivodnim postupem nenasli? Chyba spoCiva v tom, Ze pfi feSeni jsme pouzivali inverzni
matici C~!. Matice C je ale singuldrni, takze C~! vitbec neexistuje. Pivodni postup feseni proto

nedava smysl. Protoze matice C je singularni, neda se matice X z rovnice maticovymi apravami
vyjadrit a je tfeba tento problém fesit prechodem k jejim prvkim. Oznacime-li

a b
x=% 4.

miizeme puvodni rovnici psat ve tvaru

1 1} |a b|_ |11
2 2 c d| |2 2|’
a po vynasobeni na levé strané

a-+c b+d| |1 1
20+2c 2b+2d| |2 2|

Porovnanim jednotlivych pozic pak dostaneme soustavu

a+c=1
b+d=1
2a+2c=2
2b + 2d = 2,

kterd ma evidentné nekoneéné mnoho feSeni (tfeti a ¢tvrta rovnice jsou dvojnasobky prvni a
druhé). Matic X fesicich pivodni maticovou rovnici existuje tedy dokonce nekoneéné mnoho
(dofeste soustavu a najdéte je).



1.5 Cvideni:

K zadanym maticim naleznéte inverzni matice (a provedte zkousku):

1.
3 3
<=} ]

2.
1 3 2
L=|-1 -2 0
2 5 2

3.
1 1 0 1
01 10
M = 0 011
1 1 0 2

Pro matice
1 2 4
A_[l 3} B_[O —4

vypocitejte neznamé matice X, Y a Z, vSechny typu 2 x 2:

4.
X-A=B

5.

A Y-Y=B
6.

A-Z+7Z-A=B
Reseni:
1.

2. L je singularni

3.

Vyzkousejte WolframAlpha a

inverse{{1,1,0,1},{0,1,1,0},{0,0,1,1},{1,1,0,2}}

4 0
_R.A-l_
4. X =B -A {4 _4]

|



. Pro vyjadfeni matice Y potfebujeme vytknout. ZapiSeme Y = E-Y, kde E je jednotkova
matice. Na levé strané pak upravujeme A- Y —-Y =A - Y-E-Y=(A-E) Y, odkud
uz snadno vyresime rovnici

Y:(A—E)I-B:%[_(l) g]

. ‘L Tu , o 1 2
. Matice Z nejde vyjadrit, musime vyresit soustavu pro prvky. Dostaneme Z = [ 0 —1 ] .



