1 Aritmetické vektory

Dalsimi objekty, jimiZz se zabyva linearni algebra, jsou vektory. My se zaméfime pouze na tzv.
aritmetické vektory, které znate napr. z geometrie nebo z fyziky. Poznamenejme ale, Zze vektorovy
charakter ma spousta matematickych objekti, mimo jiné tfeba matice nebo funkce.

Aritmetickym vektorem (piipadné n-rozmérnym aritmetickym vektorem) nad télesem R nazyvame
uspotradanou n-tici redlnych ¢isel. Prirozené ¢islo n nazyvame dimenzi vektoru a mnozinu vsech
aritmetickych vektort znacime R" nazyvame aritmeticky vektorovy prostor dimenze n. Zkracené
budeme casto Fikat jen prostor. Obecnou definici vektorového prostoru tady uvadét nebudu. Vek-
tory znac¢ime malymi pismeny, v sdzeném textu tuc¢né. V ruéné psaném textu délame nad pismeno
oznacujici vektor Sipku. PiSeme napt. x = (1,2,3,4), v rukopise Z = (1,2, 3,4). Vektor x je tedy
tyirozmérny aritmeticky vektor, je to prvek prostoru R*. Vektor y = (—1, ¥/2) je dvourozmérny
aritmeticky vektor a y € R?. Obecné vektor z prostoru R" zapisujeme & = (x1,22,...,Z,). V
kazdém prostoru existuje tzv. nulovy vektor. Zna¢ime ho o a plati o = (0,0,...,0).

Pro vektory jsou dtlezité dvé zakladni operace, které jsou primo soucésti formalni definice
vektorového prostoru. Jednd se o séitani vektord a o nasobeni vektoru skalarem. Skaldrem
nazyvame v nasem specialnim pripadé vzdy realna cisla. Pro aritmetické vektory jsou obé tyto
operace definovany velmi jednoduse tzv. po prvcich a pro z,y € R”, @ = (z1,22,...,2y),
y=(y1,Y2,---,Yn) a @ € R plati:

r+y=(x1+y,z2+Y2,...,22+ Yn),

a-x=(ar;,ary,...,aTy,).

Séitame samoziejmé vzdy vektory ze stejného prostoru. Konkrétné méame napt. (1,2,3)+(1,0,—1) =
(2,2,2) nebo 7-(1,0,9) = (7,0,63) v prostoru R?. Kombinaci s¢itdni a nasobeni —1 dostavame
od¢itani: (9,3,6,2,1) — (1,0,0,0,1) = (8,3,6,2,0) v prostoru R®. Soucet vektorti z riiznych
prostort neni definovan: (1,2,3) + (3,3) nedava smysl.
Vsimnéme si, ze obé zadkladni operace s vektory jsou velmi podobné maticim. Porovnejme
napr.
(1,2,3,4) + (1,1,1,1) = (2,3,4,5), -2 - (1,2,0,1) = (=2, —4,0, —2)

R E I P BT e R it

14+20+322 +423 = 14o+a? +23 = 24 30+402 +523, —2- (1422402 +23) = —2— 424022 — 227,

Nebo také

Diky tomu, Ze i séitani a nasobeni skalarem jinych objektd je podobné témto operacim u arit-
metickych vektorti, oznacujeme v obecnéjsi teorii i tyto objekty jako vektory. Matice, polynomy
nebo obecné funkce tedy mohou byt také vektory. I kdyz v nasem zakladnim kurzu se tomuto
nebudeme déale vénovat, v kapitole o diferencidlnich rovnicich (dostaneme-li se se az na konec
sylabu tohoto pfedmétu) budeme potiebovat linedrni zavislost a nezéavislost funkci. O linearni
zavislosti a nezavislosti aritmetickych vektort se dozvite v dalsi kapitole.

Podobnosti operaci u aritmetickych vektord a u matic se vyuziva i ”obracenym” zptisobem.
Ukazuje se jako vyhodné nahlizet na aritmetické vektory jako na matice, které maji jeden fadek
(tzv. fadkovy vektor) ptfipadné jako jeden sloupec (tzv. sloupcovy vektor). Pak totiz muzeme
vyuzit nase znalosti ziskané v kapitole o maticich i na vektory. Velmi uzitecné je tfeba maticové
nasobeni, jak uvidime pozd&ji. Mame-li napt. v prostoru R? vektor = (1,3,5), nazyvame ho
fadkovy vektor (je zapsany do fadku) a nahlizime na @ jako na matici, kterd ma jeden fadek a tii
sloupce. (Jediny rozdil v zépisu je, Ze mezi prvky matice zpravidla nepiSeme ¢arky.) V nékterych
situacich muZe byt vyhodné zapisovat vektor  naopak jako matici, kterd méa jeden sloupec a t¥i



1
rfadky: € = | 3 |. Potom fikame, Ze x je sloupcovy vektor. Formalné by bylo spravné v zapise
5
radkovy a sloupcovy vektor odliSovat, my ale Zadné odliSovaci znaceni zavadét nebudeme. Zda
se jedna o fadkovy nebo sloupcovy vektor bude vzdy jasné z kontextu. Je li napi. A matice typu
3 x 3, musi byt v souéinu A - x vektor « sloupcovy vektor. Jinak by totiZz soucin nebyl definovan.
Vysledkem je opét sloupcovy vektor. Konkrétné to muze vypadat tfeba takto:

1 2 3 1 22
0 -2 0 3| =1]-6
1 11 ) 9

1.1 Linearni kombinace, (ne)zavislost

Pro praci s aritmetickymi vektory jsme vybaveni zatim jenom séitanim vektori a nasobenim
vektoru skalarem. Tyto (na prvni pohled mozna trochu skromné prostfedky) ndm umoziiuji
definovat linearni kombinaci vektoru. Linearni kombinace je vlastné zpusob, jak ze zadanych
vektortl vyrabét dalsi vektory. Mé&me na prostoru R? vektory @ = (1,2) a b = (3,3). Protoze
umime vektory nasobit skaldry a séitat, zvolime si libovolné skalary (napft. 2 a 5), kazdy vektor
vynasobime jednim skaldrem a vysledky secteme. Dostaneme 2a + 5b = 2(1,2) + 5(3,3) =
(2,4) + (15,15) = (17,19). Timto jsme z ptavodnich vektor vyrobili novy vektor, tento vektor
(i zptisob jeho vypoétu) se nazyva linedrni kombinace vektorti a a b. Rikdme, Ze vektor (17,19)
je linearni kombinaci vektori @ a b. Linearnich kombinaci vektort a a b je spousta (nekone¢né
mnoho). Jiz ne tak evidentni je fakt, Ze dokonce kazdy dvourozmérny aritmeticky vektor lze
ziskat jako linedrni kombinaci vektort a a b. Obecné:

Definice 1 Budle x1,x3,...,x) vektory z prostoru R™ a skaldry aq,...,ca € R. Linedrni
kombinact téchto vektord nazgyvame vektor ayx1+axa+- -+ apTr. Pokud jsou vsechny skaldry
rovny nule, nazyvd se kombinace 0xq1 + 0xo + - - - + Oxg, trividlnd linedrni kombinace. VSechny
ostatni kombinace se nazyvaji netrividlni.

Vratme se jesté k vektorim a = (1,2) a b = (3,3). Vytvéaret nahodile jejich linedrni kom-
vyjadiete vektor ¢ = (0,3) jako linearni kombinaci vektorti @ a b. Hleddme tedy ¢isla o a 3
takova, aby platilo

aa + b =c,

po dosazeni

a(1,2) + B(3,3) = (0,3).

Protoze nésobeni skalarem i séitani aritmetickych vektord probihd po slozkach, dostaneme pos-
tupné

(o, 2c0) + (36,358) = (0,3)

(v +38,2a +38) = (0,3).

Rovnéz rovnost je po slozkach, takze prvni slozka vpravo musi byt stejna jako prvni slozka vlevo.
A druh3 slozka také musi byt vlevo i vpravo stejna:

a+38=0
2a+ 38 = 3,
coz je soustava linearnich rovnic pro hledané koeficienty « a 3, kterou snadno vyfesime. Vychézi

o = 3 a f = —1. Hledana linedrni kombinace je 3a — b = c¢. Kdyz za vektory dosadime,
snadno ovéfime, ze to plati: 3(1,2) — (3,3) = (0,3). Rozmyslete si také to, ze zménime-li zadani



vektoru ¢ (vektory a a b zistanou stejné), vznikla soustava bude mit vzdy pravé jedno feseni.
Kazdy dvourozmérny vektor se tedy da vyjadrit pravé jednim zpusobem jako linearni kombinace
vektorti a a b. Takto to neni vzdy, je to "hezkd”vlastnost vektori a a b.

Pfesuiime se nyni do R? s vektory = = (1,1,2), y = (1,0,1) a z = (2,1,3). Zkusime vyfesit
analogickou tlohu k pfedchozimu a vyjadiime vektor u = (1,2, —1) jako linedrni kombinaci x,
y a z. Hledadme tedy ¢isla «, 8 a v takova, aby platilo

ax + By + vz = u.

Postupujeme stejné jako pred chvili: dosadime vektory dle zadédni a porovnanim jednotlivych
slozek dostaneme soustavu linearnich rovnic pro hledana ¢isla. Mame tedy

a(1,1,2) + 4(1,0,1) +~(2,1,3) = (1,2, —1).
Po roznésobeni a seCteni na levé strané:
(a+B+2y,a+7,20+ +3y) = (1,2,-1)
a porovnanim jednotlivych slozek dostavame soustavu:
a+fB+2y=1

a+vy =2,
200+ B4 3y = —1,

v maticovém zapisu

11 2] 1

1 0 1] 2

2 1 3|-1
Za povsimnuti stoji, Ze vektory ze zadani tvori sloupce vzniklé matice a vektor u, ktery mame
vyjadrit, je posedni sloupec pravych stran. Soustavu vyfreSime pomoci elimina¢ni metody:

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
1 01 2| ~[(0 -1 -1 1{~|0 -1 -1 1
21 3|-1 0 -1 —-1|-3 0O 0 0|4

Vidime, ze tato soustava nemé feSeni a vektor u proto nejde vytvorit jako linedrni kombinace
x, y a z. Zkusime jesté trosku zménit zadani, misto vektoru z pouzijeme vektor w = (2,1,2).
Vsechny ostatni vektory zistanou stejné, hledame tedy koeficienty pro kombinaci

ax + By +yw = u.

A opét stejnym zptusobem (rozepiSte si jednotlivé kroky) dostdvame soustavu pro neznamé o,
B, v zadanou matici

11 2] 1
1 0 1
2 1 2|-1]
Eliminace tentokrat vyjde
11 2] 1 1 1 2| 1] 11 2| 1
101 2|~{0 -1 =1 1{~]0 =1 —-1| 1
2 1 2]-1 0 -1 —2|-=3] 0 0 —-1|—-4
Tato soustava mé pravé jedno feSeni « = —2, § = =5 a vy =

4. Hledana kombinace je tedy
(1,

—2x — 5y + 4w = w neboli —2(1,1,2) — 5(1,0,1) + 4( ,1,2) = —1). Shrime si vysledky:



vektor u se neda vyjadrit jako linedrni kombinace vektorti x, y a z, da se ale vyjadrit jako
—2x — by + 4w = wu. Takovéto vyjadiovani zde mize vypadat trosku samoucelné, ale je to
zékladni, velmi dtlezitd uloha pro discipliny, ve kterych se pracuje s vektory. Vznikd proto
otazka, jaky je rozdil mezi skupinou vektort «, y a z a skupinou vektort «, y a w. S prvni totiz
nase uloha neméla reseni, s druhou méla pravé jedno feSeni a bude mit pravé jedno feseni i pro
jakykoliv jiny vektor na misté u. Povazujeme-li tedy tuto alohu za dtlezitou, je druhé skupina
"hez¢i"nez skupina prvni. Jak je ale odlisit? Rozdil mezi témito skupinami vektorti spociva v
tom, Ze jedna je tzv. linedrné nezavisla a druhd linedrni zévisld. Obsah téchto pojmu shrnuje
nasledujici definice.

Definice 2 Skupina vektort xy,xs, ..., T z prostoru R™ se nazyvd linedrné zdvisld, existuje-
li netrivialng linedrni kombinace téchto vektord rovnd nulovému vektoru. Pokud neni skupina
vektory linedrné zavisld, nazyvd se linedrné nezdvisld.

Jestlize zkoumame linearni zavislost nebo nezavislost skupiny vektord x4, x2a, ..., g, zajima
nas vzdy (bez ohledu na konkrétni zadani vektort), jakym zptsobem z danych vektort linearni
kombinaci vyrobime nulovy vektor o. Hledame tedy skalary aq, ao, ..., a; takové, aby platilo

a1y + axg + -+ QR = 0.
Tato tlloha m& univerzalni feSeni oy = ag = - -+ = o, = 0, protoze
0$1+O$2+"'+0$k = 0,

jedna se o tzv. trividlni linedrni kombinaci. Dilezité je, zda je toto jediné feseni nebo zda ma
uloha i jiné FeSeni, takové, Ze alespon jeden skalar je v kombinaci nenulovy. To je tzv. netrivialni
lin. kombinace. Pokud je nulové feseni jediné, skupina vektoru je linedarné nezavisla. Pokud
najdeme nenulové feseni, je skupina vektori linedrné zavisla.

Rozhodnéme, zda je skupina vektora @ = (1,1,2), y = (1,0,1) a z = (2,1, 3) (prvni trojice z
predeslé alohy) linedrné zavisla nebo nezavisla. Postup, ktery si nyni predvedeme, je univerzalni
a TFeSeni bude vzdy Uplné stejné, lisit se budou pouze konkrétni zadani vektori. Zkoumame-li
lin. zavislost a nezévislost vektort, za¢neme vzdy linedrni kombinaci, kterou polozime rovnu
nulovému vektoru. Hledame tedy skalary «, 3,y takové, aby platilo

ax + By + vz = o.
Dosadime vektory a pocitame tak, jak jsme jiz vidéli u predchozich iloh na linedrni kombinace:
a(1,1,2) + 5(1,0,1) +v(2,1,3) = (0,0,0).
Po roznésobeni a secteni na levé strané:
(a4 B+2y,a+v,2a+ B+ 3y) =(0,0,0)
a porovnanim jednotlivych slozek dostavame homogenni soustavu:

a+p+2y=0
a+y=0,
20+ B+ 37 =0,

v maticovém zapisu

[NCRE
—_ o
W = DN



Pfipomindm, Ze u homogenni soustavy nepiSseme do matice (nulovou) pravou stranu. A stejné
jako u predchozich tloh s linearni kombinaci tvori zadané vektory sloupce matice soustavy.
Provedeme eliminaci

1 1 2 1 1 2 1 1 2
1 01|{~]0 -1 -1|~]0 -1 —-1],
21 3 0 -1 -1 0 0 O

v dalsim kroku bychom vyskrtli posledni nulovy radek. Kazdopadné vidime, Ze soustava bude mit
nekoneéné mnoho feseni. Urcité tedy bude existovat néjaké nenulové feSeni a skupina zadanych
vektort je linedrné zavisla. Odpovéd uz zndme, dotfesime jesté soustavu a nalezneme prislusnou
netrivialni linedrni kombinaci prokazujici linearni zavislost. Po eliminaci se vratime k rovnicim:

a+pB+2y=0
_ﬁ -0 = Oa
Zacéneme posledni rovnici a jednu nezndmou zvolime jako parametr, napt. v = ¢ prot € R. Potom
B = —t a z prvni rovnice dopoditame o: o« = —f — 2y = —t. Jak jiz bylo feCeno, soustava ma
nekoneéné mnoho feseni, nam ale staci jedno, zvolime tedy néjakou konkrétni hodnotu, kterou
dosadime za t, tieba t = —1. Zvolit mtzeme cokoliv kromé ¢ = 0, protoze tak vznikne nulové
FeSeni, které nic neprokazuje. Pro hodnotu parametru ¢ = —1 dostaneme feSeni soustavy a = 1,
B8 =1a vy = —1. Hledand netrividlni linearni kombinace prokazujici linearni zavislost skupiny
vektoru x, vy, z je:
rT+y—z=o0.

Prozkoumejme jesté stejnym zpusobem lin. zévislost nebo nezévislost skupiny = = (1,1, 2),
y=(1,0,1) aw = (2,1,2) (drubd trojice z tlohy na lin. kombinaci). Postup bude uplné stejny
jako v predchozim pripadé. Hledame opét skalary «, 5,7 takové, aby platilo

ax + fy + yw = o.
Dosadime vektory a pocitame tak, jak jsme jiz vidéli u predchozich tloh na linearni kombinace:
a(1,1,2) + 5(1,0,1) +~v(2,1,2) = (0,0,0).
Po roznésobeni a secteni na levé strané:
(a+B+2y,a+7v,2a+ 8+ 2v) =(0,0,0)

a porovnanim jednotlivych slozek dostdvame homogenni soustavu:

a+B+2y=0
a+vy=0
204+ 8+2y=0

v maticovém zépisu (a rovnou i eliminujeme):

1 1 2 1 1 2 1 1 2
101|~]0 -1 -1|~]0 -1 —-1],
21 2 0 -1 -2 0 0 -1

neboli



a+pB+2y=0
—B-7=0

Tato soustava bude mit pravé jedno reseni feSeni a = 0, 8 = 0 a v = 0. To je univerzalni feseni,
o kterém vime od zacatku. Ted ale navic vime, Ze to je feSeni jediné. Jedind linedrni kombinace
x,y, w rovna nulovému vektoru je trividlni kombinace

Oz + 0y +0w =o0

a skupina vektordl @, y, w je proto linedrné nezavisla.

Nakonec vezmeme vSechny ¢tyfi zkoumané vektory dohromady a podivame se na linearni
(ne)zavislost skupiny vektori x = (1,1,2), y = (1,0,1), z = (2,1,3) aw = (2, 1,2). Reseni tilohy
je zfejmé, protoze vime, %e £+ 1y — z = 0. To je kombinace prokazujici linearni zavislost x,y, z a
plyne z ni samoziejmé i lin. zavislost celé ctverice. Mtizeme si predstavovat © + y — z+ 0w = o,
coz je také netrivialni linedrni kombinace. Pokud bychom ale predchozi ulohy nefesili, museli
bychom opét zacit linedrni kombinaci a bude uzitecné si tento postup také ukézat. Hleddme opét
skalary (tentokrat ¢tyfi) «, 3,7,d takové, aby

ax + by + vz + dw = o,

resp.
a(1,1,2) + 4(1,0,1) +~(2,1,3) + 6(2,1,2) = (0,0,0).

Po tpravach dostaneme homogenni soustavu (se zadanymi vektory ve sloupci matice):
11 2 2
1 01 1
21 3 2

Tuto soustavu nemusime fesit. Uz pfed eliminaci vidime, Ze rovnic je méné nez neznamych a pro-
toZe soustava je homogenni, ma nevyhnutelné nekoneéné mnoho feseni. Existuje proto nenulové
feSeni a skupina vektori «, vy, z, w je linedrné zavisla. Vsimnéme si, ze tento fakt nezévisi nijak
na konkrétnim zadani vektorii. Libovolna skupina étyf (nebo vice) vektortt v prostoru R? je
linearné zavisla. Obecnéji: v prostoru R" je kazda skupina obsahujici vice nez n vektort linearné
zévisla.



1.1.1 Piiklady

V R3 jsou dany vektory a = (1,2,3), b= (1,0,-1), ¢ = (—2,2,6), d = (1,1, 3) a nulovy vektor
o = (0,0,0). Rozhodnéte, zda jsou nasledujici skupiny vektorti linedrné zavislé nebo nezavislé.
Vzdy napiste linedrni kombinaci, které linedrni (ne)zévislost prokazuje.

1. a,

2. o,

3. a,b,

4. a,b,c,

5. a,b,d,

6. a,b,o,

7. a,b,c,d,

Reseni:

1. Skupina obsahujici pouze vektor a je linedrné nezavisla, protoze pouze 0 a = o.

2. Skupina obsahujici pouze vektor o je linearné zavisla, protoze napf. 50 = o a mame
netrividlni lin. kombinaci rovnou nulovému vektoru.

3. Skupina a, b je linearné nezavisla, pouze 0 @ + 0b = 0. Dva vektory jsou linedrné zavislé,
jestlize jeden je nasobkem druhého. Vidime hned, Ze a neni nasobkem b. Pozor ale, takto
jednoduse to funguje pouze pouze dva vektory.

4. Skupina a, b, ¢ je linearné zavisla, protoze a — 3 b — ¢ = o. Funguje libovolny nésobek této
rovnosti, napt. —2a +6b+ 2¢c = o.

5. Skupina a, b, d je linedrné nezavisla, pouze 0a +0b+0d = o.

6. Skupina a, b, 0 je linedrné zavisla, protoze napi. 0 a+0b+o0 = o. Kazda skupina obsahujici
nulovy vektor je linearné zavisla.

7. Skupina a, b, ¢, d, je linedrné zavisla. 4 vektory jsou v prostoru R? vzdy linedrné zavislé.

1.2 Skalarni soudin

Vidéli jsme, ze kazdy vektorovy prostor je vybaven scitdnim vektori a nésobenim vektort
skalarem. Pro nékteré aplikace to nemusi stacit. Chceme-li napf. za¢it métit (pocitat) velikost
vektoru, musime do vektorového prostoru néco pfidat: tzv. skalarni soucin. Se skalarni souc¢inem
jste se patrné uz setkali (stejné jako s aritmetickymi vektory) v geometrii nebo ve fyzice. Pro ar-
itmetické vektory nad R je definovan jednoduse. Pro vektory x,y € R", kde ¢ = (21,22, ...,zy)
ay = (y1,Y2,.-.,Yn), definujeme skaldrni soucin téchto vektoru jako ¢islo, které oznacujeme
x -y a které spocitame
T-Y=2T1Y1 +T2y2 + -+ Tnln.

Tento skalarni soucin byva nazyvan také standardni skaldrni soucin aritmetickych vektort. To
proto, ze jsou i jiné moznosti (jiné vzorce), jak se d& skaldrni souéin aritmetickych vektoru
definovat. Existuji také rizné varianty znaceni skalarniho soucinu. Skalarni soucin aritmetickych
vektorti se zpravidla znaci tak, jak jsme ho oznacili i my zde: « - y. Dalsi rozsifenou variantou
znaceni, na kterou byste pfipadné mohli narazit, je (x,y). Takto se ¢asto znaci skalarni soudin
na prostorech funkci. To uz ale presahuje moznosti tohoto kurzu. Poznamenam jen, ze skalarni
soucin funkci je zpravidla definovan pomoci (urc¢itého) integralu (vSechno souvisi se v8im).



Pro vektory z prostoru R* zadané jako = = (1,2,3, —1),y = (10,0,3,5) spocitdme skalarni
souc¢in snadno jako x -y =1-104+2-0+3-3+(—1)-5=104+0+9 — 5 = 14. Mélo by vam to
pripominat vypocty, které proviadime pfi maticovém soucinu.

Skalarni soucin vyuzijeme k definici velikosti vektoru. NapiSeme nejprve obecny tvar, kterym
je definovana velikost libovolnych vektort (méme-li k dispozici skalarni souéin). Velikost vektoru
x z vektorového prostoru se skalarnim soucinem definujeme jako:

2]l = vz .

Velikost vektoru tedy definujeme jako odmocninu ze skalarniho souc¢inu vektoru sama se sebou.
Takovy skalarni soucin je vzdy nezdporny, takze se dd odmocnovat a definice ma smysl. Pro
aritmeticky vektor © = (z1, 9, ..., x,) mizeme skaldrni sou¢in spocitat a dostaneme:

lell = va @ = \Jat+af + -+ a2

Velikost vektoru jsme oznadili dvojitou svislou ¢arou (jakoby dvojitou absolutni hodnotou).
Mizete narazit také na nazev norma vektoru.
Konkrétné v R? vypoéteme pro @ = (1, z2) velikost tohoto vektoru jako

o)l = V& @ = \/a? + o3,

Pokud si umite dvojrozmérné vektory aritmetické propojit s geometrii v roviné, vidite, ze to
odpovidé méfeni velikosti, které v geometrii bézné pouziviame. Je to vlastné Pythagorova véta.
Na rozdil od geometrie nejsme v linearni algebfe nijak omezovani dimenzi 3 a klidné v prostoru
R® spocitdme velikost pétirozmérného aritmetického vektoru u = (1,3,5,0,7) jako

lul] = V- u =12+ 32+ 52 + 02 + 72 = V84,

Kromé velikosti vektoru umoznuje skalarni soucin definovat také odchylku vektoru. Od-
chylkou dvou nenulovych vektort x,y z prostoru se skalarnim soucinem definujeme jako takové
¢islo ¢ € (0,7), pro které plati:

Ty
|| - [lyll

Méme-li na prostoru R* spoéitat odchylku vektorti a = (1,0,0,0) ab = (1,1,1,1), spo¢itame
si nejdiiv velikosti téchto vektord a jejich skalarni soucin:

la|| = vVa-a=v12402+02+02 =1,

bl =Vb-b=+V12 412412412 =2,
a-b=1+0+0+0=1

cos p =

Pro odchylku ¢ vektorti a a b pak podle nasi definice plati
a-b 1 1

lall-[jbf] 1.2 2

cos p =

a hledana odchylka je ¢ = g

Uvedené vztahy pro velikost a odchylku mozna znate z analytické geometrie. Jakkoliv to
spolu samoziejmé souvisi, zde se na geometricky nazor nijak neodvolavame a uvedené vztahy
jsou prosté definice velikosti a odchylky pro aritmetické vektory.

vvvvvv

T
nebo ortogonalni. Protoze cos 5 = 0 a zlomek je roven nule, kdyz je citatel roven nule, jsou

vektory @,y kolmé (ortogondlni), pravé kdyz je jejich skaldrni souéin roven nule: x - y = 0.



Zjistime, zda jsou nékteré vektory (z R?) ze skupiny @ = (1,1,1),b = (1,—1,0),c = (1,1, —2)
kolmé. K tomu staci spocitat jejich vzajemné skalarni souciny a zjistit, zda se rovnaji nule.
Protoze a - b = 0, jsou vektory a a b kolmé. Protoze a - ¢ = 0, jsou vektory a a ¢ kolmé. Protoze
b-c =0, jsou také vektory b a ¢ kolmé.

Dva vektory se nazyvaji rovnobézné, jestlize jsou linearné zavislé, neboli jeden je nasobkem
druhého. Vektor x je rovnobézny s vektorem y, jestlize existuje skalar o takovy, ze x = ay.
Pokud je toto ¢islo kladné, fikame, Ze vektory maji stejny smér. Pri praci s vektory je mnohdy
vyhodné pracovat s vektory, které maji velikost jedna. Takové vektory se nazyvaji jednotkové.
Casto proto potfebujeme nahradit vektor, ozna¢me ho tieba x, vektorem, ktery je s ptivodnim
vektorem a rovnobézny, mé stejny smér a jeho velikost je jedna — oznac¢me ho xg. Potfebujeme
tedy najit takové ¢islo «, aby platilo zaroven xg = ax a ||xg|| = 1. Snadno se ovéfi, ze hledana
konstanta je pfevracena hodnota velikosti ptivodniho vektoru:

1

rg = /<.
|||

Méjme vektor a = (1,0,0,1) v prostoru R*. Chceme-li najit jednotkovy vektor ag, ktery je
s a rovnobézny a ma stejny smeér, spocitame si nejprve velikost vektoru a:

lall = va a=VIZ+ 0P 1 02+ 12 = V2.

Pro hledany vektor ag pak dostavame:

! L (1,0,0,1) (1001>
ag = —a=—F4=(10U,U, =\ —7=Y%Y —=1.
lall V2 V2 V2

Pro kontrolu vypocitdme

||ao||=\/<%>2+02+02+<%>2:\/<%+0+0+%> =Vi=1

Zatimco pri eliminac¢ni metodé matic jsme se snazili vyhybat zlomktm a ”osklivym ¢islam”, zde
je situace do jisté miry opaéné a za "hezky” povazujeme bez ohledu na vyskyty v/2 vektor ag.

1.2.1 Priklady

Jou dany vektory z prostoru R*: a = (1,2,0,—-1),b = (2,1,2,4), ¢ = (0,0, %,O).
1. Spocitejte velikosti vektoru a, b, c.
2. Naleznéte jednotkové vektory ve sméru téchto vektort.

3. Spocitejte odchylky vektort a, b, c.

Reseni:
1
L. |lal| = V6,]|bl]] = 5,|c|| = 5
1 1
2. ag = —(1,2,0,—1),b0 = 5(2, 1,2,4),00 = (0,0, 1,0).

V6

2
3. Dvojice a,b a a, c jsou kolmé. Odchylka b, ¢ je arccos —.



1.3 Soustavy linearnich rovnic

Poté, co jsme se seznamili se zakladnimi vlastnostmi aritmetickych vektori, muzeme lépe for-
mulovat nékteré véci tykajici se soustav linedrnich rovnic. Zaéneme definici soustavy linearnich
algebraickych rovnic.

Definice 3 Necht A je matice typu m x n redlnijch ¢isel, x je jednosloupcovd matice typu n x 1

1
Z2
(sloupcovy vektor) symboli (tzv. neznamych) x = . a b je jednosloupcovd matice typu
Tp
b1
by
m x 1 (sloupcovy vektor) redlngch cisel b = . | . Maticovou rovnost A - x = b nazjvdme
bm,
soustavou m linedrnich algebraickych rovnic pro n nezndmgych x1,x2,...,%y.

Matice A z predchozi definice se nazyva matice soustavy. Matice [A | b], kterd vznikne tak,
ze k matici soustavy A pripiSeme za ¢aru sloupec b, se nazyva rozsifena matice soustavy. Je to
matice, na které provadime Gaussovu eliminaci. Sloupcovy vektor b nazyvame sloupec (nebo
vektor) pravych stran. Sloupcovy vektor u € R"™ se nazyva FeSeni soustavy A - x = b, jestlize
plati A - u = b. Je to formalni zapis bézné znamého faktu, Ze FeSeni soustavy rovnic jsou takova
¢isla, ktera kdyz dosadime za nezndmé, dostaneme platnou (¢iselnou) rovnost.

Tato formalni definice soustavy linedrnich algebraickych rovnic nam dava dalsi moznost, jak
tyto soustavy zapisovat. Kromé rovnic a rozsifené matice soustavy (pro eliminaéni metodu):

z+y+2=6 1 1 1] 6
TH+2y—z2=2 1 -2 -1 27,
20 + 3y + 32 =17 2 3 3|17

muizeme tuto soustavu zapisovat také ve tvaru A - x = b:

1 1 1 x 6
1 -2 —1|-|yl=1| 2/,

kde

je matice soustavy a

je sloupec pravych stran. Ovéite, Ze spocitate-li maticovy soucin ("fadek krat sloupec”) A -x a
porovnéate jednotlivé prvky vlevo a vpravo, dostanete pravé tifi rovnice nasi soustavy.

Interpretace neznamych x1, o, ..., x, jako slozek vektoru neznamgych
I
T2
€Xr =

Tn



a vyuziti nasich poznatku o aritmetickych vektorech mtize p¥ispét k zptehlednéni zapisu (zejména
situace s nekoneéné mnoha feSenimi a vice parametry mize pusobit nepfehledné) a k lepsimu
pochopeni struktury feSeni soustav. Dalsi postup predvedeme na prikladech. Soustavu rovnic
nejprve vyresime obvyklym zptisobem, ziskané feseni pak pfepiSeme do vektorového tvaru. Pro-
toze struktura mnoziny feseni homogennich a nehomogennich soustav se lisi, budeme zabyvat
nejprve homogennimi soustavami.

1.3.1 Homogenni soustavy

Vyfesme homogenni soustavu rovnic dvou rovnic pro ¢étyfi nezndmé a, b, c,d (uz je v odstupio-
vaném tvaru, nemusime eliminovat):

a+b+c+2d=0
b—c=0

Soustavu vyTesime tak, jak jsme se naudili v kapitole o feseni soustav. Postupujeme odspoda,
z kazdé rovnice vypocteme jednu nezndmou, ostatni nezndmé miizeme zvolit libovolné. V posledni
rovnici jsou neznamé b a c. Neznamou c zvolime jako parametr ¢ = t,t € R a b z rovnice
dopocitdme b = t. Posuneme se do prvni rovnice, dvé neznamé zbyvaji, jednu z nich zvolime:

d=s,s € R a dopocitdime a = —2t — 2s. Sepiseme TesSeni:
a=—2t—2s
b=t
c=t
d=s
s,teR

Pod timto popisem mnoziny vSech feSeni nasi soustavy (kterych je nekoneéné mnoho) muze byt
tézké si néco predstavit. Pfepiseme toto feseni tak, ze neznamé a, b, ¢, d budou tvorit ¢tyri slozky
vektoru neznamych x € R*:

a

b

€Xr =
c
d
Dosadime nase FeSeni a budeme upravovat:

a —2t — 2s —2t —2s -2 -2
b t t 0 1 0
= e i P e T I I
d S 0 s 0 1

Sloupec Feseni jsme nejprve napsali jako soucet dvou vektori. Kazdy z nich obsahuje jen jeden
parametr, prvni ¢ a druhy s. Parametry reprezentuji ¢isla, daji se tedy z vektoru (resp. z matice)
vytknout. To byla aprava v poslednim kroku. Nyni muZeme lépe popsat a pochopit strukturu
feSeni nasi soustavy. Vidime totiz, ze kazdé feSeni je linedrni kombinaci dvou vektort, ozna¢me
Je x1 a xTa:

-2 -2

= o O



Muazeme psat € = txq + sxa,t,s € R. Konkrétni feSeni dostavame tak, ze za parametry s a ¢
dosadime néjaka konkrétni ¢isla. Zvolime libovolné napriklad t = —1 a s = 2 a dostaneme jedno
(vybrané z nekone¢né mnoha) feseni xo:

-2 -2 -2
1 0 -1
g — (—1) 1 + 2 0 = 1
0 1 2
Chcete-li po slozkdach: a = —2, b = —1, ¢ = —1 a d = 2. Dalsi konkrétni feSeni jsou evidentné

také x1 a xa, které dostaneme volbout=1,s=0at=0,s = 1.

Pro pochopeni struktury reseni této soustavy je dilezité to, Ze se jedna o vSechny linearni
kombinace dvou linedrné nezavislych vektort. Ackoliv je feSeni nekone¢né mnoho, staci si za-
pamatovat tyto dva a vSech nekonecné mnoho dalsich uz z nich vyrobime linedrni kombinaci.
Rikéme také, ze mnozina (prostor) feseni této homogenni soustavy ma dimenzi dva (méame kom-
binaci dvou vektort). Za povsimnuti také stoji to, ze pocet vektort v linedrni kombinaci je uréen
poctem parametri v feSeni. Vime pfitom, ze pocet parametri je pocet neznamych minus pocet
rovnic. V nasi soustavé bylo tedy od pocatku jasné, ze feseni bude mit dimenzi dva.

Vyfesime jesté jednu homogenni soustavu, budeme uz postupovat stru¢néji. Vezmeme si pét
neznamych a, b, c,d, e a opét pijde o odstupiiovany tvar bez nutnosti dalsi eliminace:

a+b+3c—d+e=0
b+2e=0

Maéme dveé rovnice pro pét neznamych, budeme potiebovat t¥i parametry. Mnozina feseni bude
tvorena linearnimi kombinacemi tfech linearné nezavislych vektort. Bude mit dimenzi t¥i. Pti
feSeni opét postupujeme odspoda: zvolime e = t,t € R a dopocitdme b = —2¢. V prvni rovnici
zbyvaji t¥i nezndmé, dveé zvolime: d = r,r € Rac = s,s € R a posledni dopoéitame a = t—3s+r.
feSeni rovnou zapiSeme jako vektor a upravime stejné, jako v predchozi soustavé:

a t—3s+r t —3s r 1 -3 1
b —2t —2t 0 0 -2 0 0
r=|c| = s = 0 + ] + 10| =¢t| 0 [+s| 1 |+r]|O0
d r 0 0 r 0 0 1
e t t 0 0 1 0 0

Reseni vyslo ve tvaru, ktery jsme ocekavali. Jedna se o viechny linearni kombinace tii linedrné
nezavislych vektort. Kazdy z téchto vektorti pritom sam o sobé reprezentuje jedno konkrétni
feSeni. Prvni vektor nam tikd a = 1,0 = —2,¢ = 0,d = 0,e = 1. Muzeme provést zkousku a
dosadit do zadanjch rovnic. Funguje.

Vysledky predchozich feSeni lze zformulovat obecné. Ke kazdé homogenni soustavé k linearnich
algebraickych rovnic pro n neznamych (k < n) v odstupnovaném tvaru existuje pravé n — k
linedrné nezavislych vektord feSeni a mnozina vsech feSeni této soustavy je tvorena praveé vSemi
linearnimi kombinacemi téchto vektorti. Rikdme, Ze feseni ma dimenzi n — k.

Poznamenejme, ze pokud postupujeme jako ve vyse uvedenych ptikladech, dostaneme téchto
n — k vektort, které vyjdou vzdy linearné nezavislé. Tyto vektory nejsou dany jednoznacné,
zélezi na konkrétnim postupu feseni. Mnozina vSech feseni soustavy dané jejich linedrnimi kom-
binacemi musi byt ale vZdy stejnd — mnozina vSech feSeni je jenom jedna, da se ale popsat
riznymi zpusoby.



1.3.2 Nehomogenni soustavy

Jak ukazeme na piikladech, struktura nehomogenni soustavy je jind (nez u soustav homogen-
nich). Vyfesime (nehomogenni) soustavu

a+b+c+2d=5
b—c=0

Soustava uz je v odstupiiovaném tvaru, nemusime eliminovat a mizeme rovnou psat vysledek.
Neznamou c¢ zvolime jako parametr ¢ = ¢,t € R a b z rovnice dopocitame b = t. Posuneme
se do prvni rovnice, dvé nezndmé zbyvaji, jednu z nich zvolime: d = s,s € R a dopocitdme
a =5 — 2t — 2s. SepiSeme Teseni:

a=5—2t—2s
b=t
c=t
d=s
s,teR

Neznamé a, b, ¢, d budou opét tvorit étyfi slozky vektoru neznamjch x € R*:

a 5—2t —2s 5 —2t —2s 5 -2 -2
o b| t _ 0 n t n 0 _ 0 4t 1 ny 0
c t 0 t 0 0 1 0
d s 0 0 s 0 0 1

Porovnejme toto feseni s feSenim prvni homogenni soustavy, kterou jsme spocetli v predchozi
kapitole. Tato soustava ma totiz stejnou matici soustavy: levé Casti rovnic jsou stejné. Zmeénili
jsme pouze pravou stranu, aby z homogenni soustavy vznikla nehomogenni. Porovname-li obé
FeSeni, vidime, Ze jsou velmi podobné. Podstatny rozdil je ale v tom, Ze zatimco feseni homogenni
soustavy je tvoreno vSemi linedrnimi kombinacemi vektort, u nehomogenni soustavy se objevuje
jeden vektor, ktery se zddnym parametrem nenasobi (Gerveny). Tento vektor je samoziejmé také
jednim vybranym feSenim nasi soustavy. Toto feseni ziskame tak, ze vSechny parametry polozime
roviny nule. Kazdé jedno reseni nehomogenni soustavy se nazyva partikularni reseni. Naopak
ostatni vektory, které se v feSeni nehomogenni soustavy objevuji (ty s parametry, oznaceny
modfe), jsou stejné jako v piipadé ptuvodni homogenni soustavy. Homogenni soustava, ktera
vznikne z nehomogenni soustavy tak, ze ptivodni (nenulovou) pravou stranu nahradime nulami,
se nazyva pridruzena homogenni soustava. Vidime tedy, Ze feSeni nehomogenni soustavy ziskdme
tak, ze seCteme vSechna FeSeni pfidruzené homogenni soustavy (modra linedrni kombinace) s
jednim partikularnim fesenim (¢erveny vektor).

Vytesme jesté jednu soustavu:

a+b+3c—d+e=3
b+2e=1

Pfidruzenou homogenni soustavu (stejné levé strany, na pravé strané nuly) jsme také jiz vyfesili v
predchozi kapitole, porovnejte si vysledky. Mame dvé rovnice pro pét neznamych, budeme potie-
bovat tii parametry. PTi feSeni opét postupujeme odspoda: zvolime e = ¢,t € R a dopocitdme
b =1 —2t. V prvni rovnici zbyvaji tfi neznamé, dvé zvolime: d = r,r € Rac = s,s € R a



posledni dopoc¢itdme a =3 —b—3c+d—e =2+t — 35+ r. feSeni rovnou zapiseme jako vektor
a upravime stejné, jako v predchozi soustavé:

a 24+t—3s+r 2 1 -3 1
b 1—2¢t 1 -2 0 0
r=|c| = s =04+t 0 | +s| 1 [+r]|0
d r 0 0 0 1
e t 0 1 0 0

A vidime, Ze opét mame ve vysledku jeden (Cerveny) vektor bez parametru reprezentujici par-
tikularni feseni. Mizeme ovérit, ze toto opravdu je feseni, provést zkousku a dosadit do rovnic
a=2b=1c=0,d=0,e =0. Naopak kombinace modrych vektori je feseni pfidruzené ho-
mogenni soustavy (porovnejte s vysledkem v pfedchozi kapitole). Opravdu, kdyz dosadime napf.
prvni modry vektor do rovnic (a = 1,b = —2,¢ = 0,d = 0,e = 1), nevyjdou naSe pravé strany
ale nuly. Modré vektory totiz nasi soustavu nefesi. Resi piidruzenou homogenni soustavu. K li-
bovolné kombinaci modrych vektort je nutné pfi¢ist partikuldrni feseni (¢erveny vektor). Teprve
tak dostaneme feSeni nasi soustavy.

1.3.3 Resitelnost soustav

V kapitole o Teseni soustav jsme se jiz zabyvali feSitelnosti soustav a vidéli jsme, Ze soustava
nema feseni, jetlize béhem eliminace potkdme fadek [ 0 .. 0 ‘ c] , kde ¢ # 0. Tento fakt nyni
zformulujeme jesté jinym zptisobem. Nejprve ale zavedeme jeden pojem tykajici se matic a tim
je hodnost matice. Jestlize A je libovolna matice, jako jeji hodnost oznacujeme ¢islo h(A), které
udéva pocet jejich linedrné nezavislych radka (kazdy féadek bereme jako aritmeticky vektor).
Hodnost matice se zjistuje Gaussovou eliminaci. Elementarni tipravy hodnost matice neméni a
jakmile je matice v odstupniovaném tvaru, ur¢ime hodnost jako pocet nenulovych radki.

Spocitame hodnost matice

1 11 1
1 -1 1 -1
A=ly 02 o
3 -1 3 -1
Provedeme Gaussovu eliminaci
1 11 1 1 11 1 1 11 1
1 -1 1 -1 0 -2 0 -2 0 -2 0 -2 1 111
2 0 2 0 0 -2 0 -2 0 0 0 0 1 1
3 -1 3 -1 0 -4 0 —4 0 0 0 0

a vidime, ze v odstupifiovaném tvaru zustaly v matici dva (nenulové) fadky. Vysledek proto je

h(A) = 2.

Pripomenme, Ze mame-li soustavu A - = b, matice A se nazyva matice soustavy a matice
[A | b] je tzv. rozsifena matice soustavy. Rozsifend matice soustavy mize vypadat t¥eba takto:

1 1 1|1
01 01
0 0 0]2

Jedné se o soustavu, kterd nema feseni. To vidime z posledniho Ffadku [ 0 ... 0 ‘ 2 ] . To také
znamena, ze zatimco rozsifend matice této soustavy ma hodnost h ([A|b]) = 3, protoze cela



¢tyfsloupeckovd matice neobsahuje nulovy fadek, matice soustavy A m4 hodnost h(A) = 2 .
V ¢asti pred Carou totiz nulovy fadek je. Naopak u soustav, které maji feseni, jsou obé hodnosti
vzdy stejné. Plati proto dilezitd tzv. Frobeniova véta: soustava linearnich algebraickych rovnic
A - x = b ma TeSeni, pravé kdyz h ([A |b]) = h (A).

1.3.4 Piiklady

1. Pfepiste feSeni vSech soustav z textu o soustavach a eliminaci do podoby lineadrni kombinace
vektor.

2. Naleznéte viechny vektory z R* kolmé souc¢asné na a = (1,0,0,1) ana b= (1,1,1,—1).

Reseni: Hleddme vektory x = (21, 22,23, 24) kolmé na a a b. Kolmost znamend a - x = 0
ab-x = 0. Po dosazeni (1,0,0,1) - (z1,22,23,24) =0 a (1,1,1,-1) - (x1, 22, 23,24) = 0. Kdyz
vypocitame skalarni souciny, vyjde 1+ x4 =0 a 1 + 22 + 3 — x4 = 0 a dostavame homogenni
soustavu dvou rovnic pro ¢tyfi neznadmé slozky hledanych vektorti. Jejim reSenim dostaneme:

il —t -1 0
x| | 2—1r | 2 —1
r= x3 | r =1 o | T 1

T4 t 1 0



