1 Vlastni cisla a vlastni vektory matic

1.1 Komplexni ¢isla

Nez se zacneme zabyvat vlastnimi ¢isly, musime se podivat na tzv. komplexni ¢isla. Komplexni
¢isla diive pattila k obvyklé stfedoskolské latce, ale tézko fict, kdo z vas se s nimi uz setkal.
Nepijde o zadnou ucelenou teorii komplexnich ¢isel, ale pouze o minimum nutné k tomu, aby-
chom dokézali vyresit kvadratickou rovnici se zdpornym diskriminantem. Problém je v tom, zZe
diskriminant musime odmocnit a je dobfe znamo, ze odmocrovat zaporna ¢isla v R nejde. My by-
chom ale pfesto potiebovali najit nap¥. néjaké Feseni rovnice 22+ 1 = 0 neboli 22 = —1. Protoze
kazdé realné ¢islo umocnéné na druhou je nezaporné, je ziejmé, Ze feSeni této rovnice nebude
realné cislo. Nebude lezet na tzv. redlné Ciselné ose. Zavedeme nové ¢islo, které oznacime 1.
(Nemutzeme ho oznac¢it pomoci ¢islic, protoze tak by vzniklo redlné ¢islo — zjednodusené feéeno).
Toto nové ¢&slo 4 neni realné ¢islo a jeho uréujici vlastnosti je i> = —1. Pomoci tohoto ¢isla 4
muzeme zavést celou mnozinu novych ¢isel, které budeme fikat komplexni ¢isla a znacit C. Tato
mnozina tvori tzv. téleso, coz znamena, ze pro pocitani v ném plati fada stejnych vlastnosti jako
ma téleso realnych cisel.

Komplexni ¢isla zapisujeme jako a + bi (tzv. algebraicky tvar), kde a a b jsou redlna ¢isla.
Konkrétné napt. 7 — 2i nebo —1 + /2i. Cislo a se nazjvé redlna ¢ast komplexniho ¢isla, b
je tzv. imaginarni ¢ast. Kazdé komplexni ¢islo je tak vlastné reprezentovano dvojici realnych
¢isel. Realna ¢isla si mlzeme predstavovat jako podmnozinu komplexnich ¢isel: jsou to takova
¢isla, kterd maji nulovou imaginarni ¢ast: 2 = 2 4 0¢. Zékladni aritmetika komplexnich ¢isel je
podobné podcitani s polynomy st. 1, misto proménné x mame ¢islo i. Rovnost komplexnich ¢isel
znamend rovnost redlnych ¢asti a rovnost imaginarnich ¢asti. S¢itani a odcitani definujeme po
slozkach: (a + bi) £ (¢ + di) = (a + ¢) £ (b + d)i. D4 se ¥ici, Ze pocitame naprosto pfirozené:
(241) + (34 3i) = 5+ 4i. Zavorky v takovém zépisu jsou zbytecné. Uvedme pro piiklad nékolik
takovych vypocta: i+i = 2¢, (5+i)—(1+4) = 4, 0i = 0 nebo 3(2—57) = 6— 15i. Posledni rovnost
by se dala nazvat nasobeni skaldrem (redlnym ¢islem). Po¢itéani s komplexnimi ¢isly je podobné
také jako pocitani s dvojslozkovymi aritmetickymi vektory. Komplexni ¢isla ale muzeme také
nasobit, zatimco vektory nendsobime (skaldrni souc¢in ”se nepocitd”, neni to klasickd operace
typu vektor krat vektor rovné se vektor). Nasobeni komplexnich ¢isel si mtizeme piedstavit jako
roznasobovani zavorky. Mame-li vynasobit (1 +4) a (2 4 37) roznésobime

(1+d)-(2+43i)=1-2+1-3i+i-24i-3i =2+ 3i+ 2i + 3i> = 2+ 5i + 3i°.

To jesté neni cely vysledek, protoze vime, ze i2 = —1. TakZe mizeme je§té pokracovat
(1+4)-(2+43i)=2+5i+3i>=---=2+5i —3=—1+5.
Nyni se vratime k nasi rovnici 22 = —1. Je evidentni, 7ze = i je jeji FeSeni. Protoze
(—i)%2 = ((—1)i)? = (—1)? - i? = i2 = —1, je druhé feseni rovnice x = —i. Obé tato ¢isla budeme

nazyvat (druhé) odmocniny z minus jedné a zapisovat: /=1 = i a také v/—1 = —i. Pro tento
novy vyznam symbolu v plati bézné vztahy, na které jsme zvykli pfi pocitani s odmocninami.
Nezaménujme ale jeho vyznam s redlnou funkci y = +/z. Jeji defini¢ni obor i obor hodnot
zustavaji (0, +00).

Kdyz potiebujeme vyfesit kvadratickou rovnici 2 + 4z + 5 = 0, pouzijeme vzorec s diskrim-
inantem a dostaneme

—4+ \/216 —-20 _ 4 12\/—4 _ 4+ \2/1\/—1 P

T12 =

Nyni ale neopoustime feSeni této tlohy s tim, Ze nema feSeni, ale pouzijeme v/—1 = ¢. Je jedno,
zda vybereme ¢ nebo —i, protoze pfed odmocninou je tak jako tak 4. Dostavame feseni rovnice
719 = —2 %+ i. Zkouskou ovéiime, ze opravdu (—2 + i)? + 4(—2 +4) + 5 = 0. Vsimnéme si, Ze



dva kofeny rovnice 2 4+ ¢ a 2 — ¢ se lisi pouze znaménkem u imaginarni ¢asti. Tak to bude u
rovnic s readlnymi koeficienty vzdy, protoze ¢islo 7 se do feSeni dostane odmocninou ze zaporného
diskriminantu, pfi¢emz ve vzorci pro feSeni mame ++v/D. Tento jev je pomérné dilezity a &isla
a+bi a a—bi se nazyvaji komplexné sdruzena. Koreny kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty a
zapornym diskriminantem jsou tedy vzdy komplexné sdruzené. Pro souc¢in komplexné sdruzenych
Cisel plati, ze vysledek je realny:

(a+ bi)(a —bi) = a® — (bi)? = a® + b°.

Toho mizeme vyuzit ptfi déleni komplexnim ¢islem. Déleni znazornime zlomkem a spocitdme

4
napft. T Deélit pfitom znamena nalézt algebraicky tvar vysledku neboli zbavit se ¢ ve jmen-
i

ovateli. Toho dosahneme tak, Ze zlomek rozsifime ¢islem komplexné sdruzenym ke jmenovateli
(v nasem ptikladu 1 — ¢), tim se jmenovatel stane realnym:

4 41 -q) 4—4i

_ —2- 2.
1+i (1+i(l—d) 2 !

1.2 Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Bud A étvercova matice typu (n X n) a & n-rozmérny sloupcovy aritmeticky vektor, ktery
muzeme interpretovat jako matici n x 1 a diky tomuto rozméru je definovan maticovy soucin
A - x. Vysledkem toho souc¢inu bude opét matice n x 1 neboli sloupcovy vektor, oznacme ho
tfeba y. Plati tedy

A-x=uy.

Oznaceni vektorti  a y neni zvoleno tplné ndhodou a mé pripominat znaceni obvyklé u funkeci.
Na tento soucin lze pohlizet jako na zobrazeni, kdy vektoru & pomoci soucinu s matici A
prirazujeme vektor y. Nas bude zajimat, za jakych podminek bude pro zadanou matici A vektor
x rovnobézny s vektorem y. Dva vektory jsou rovnobézné, kdyz je jeden nésobkem druhého,
neboli existuje ¢islo (redlné nebo ptfipadné i komplexni) A takové, ze y = X - . Pro zvolenou
matici A tedy hleddme takovy vektor x a takové ¢islo A, aby platilo

A-xz=)\x.

Hleddme vektory a, pro které je soucin s matici A stejny jako soucin se skalarem A. Nasim
ukolem je k zadané matici A najit ¢isla A a vektory x tak, aby platila pozadovand rovnost.
V tloze jsou vlastné dva druhy neznamych: na zac¢atku nezndme ani skalary A ani vektory «.
Ulohu za¢neme Fesit tak, ze \ -  ode¢teme a tim prevedeme na druhou stranu:

A-x—X-x=o.

V obou ¢lenech nalevo je x, abychom ale mohli vytknout, potiebujeme, aby §lo o soucin matic
stejného typu. Dosadime proto = E - x, kde E je jednotkova matice typu n x n. Dostavame

A-z—)NE-xz=o0
a muzeme vytknout x:
(A=X-E)-z=o.

Jednd se vlastné o homogenni soustavu s matici soustavy A — X - E. Tato matice soustavy je
¢tvercova. Protoze nas zajima nenulové feseni (vektor o fesi nasi tlohu automaticky), potfebu-
jeme, aby po eliminaci bylo v soustavé méné rovnic nez nezndmych — v matici musi vzniknout
nulovy fadek. Potfebujeme tedy, aby matice soustavy A — A - E byla singulérni. Takové matice
maji nulovy determinant. Nase iloha mé nenulové feseni (co se tyce vektoru x), pravé kdyz

det (A — \-E) =0.



Zde se vyskytuje pouze nezndma A a je to vlastné rovnice, ze které mizeme A vypocitat. Tato
rovnice se nazyva charakteristickd rovnice matice A. Po vyfeSeni této rovnice mame hledané
hodnoty skaldru A a mizeme pro tyto hodnoty (pro kazdou zvlast, je-li jich vice) vyfesit soustavu

(A—X-E)-xz=o0

a najit tak i ptislusné vektory x.

Ackoliv to tak moZné nevypada a v tomto tvodnim kurzu se k zaddnym aplikacim téchto
vysledkti nedostaneme, cisla A a piislusné vektory a se pii praci s matici A pouzivaji velmi
casto a je to velmi dulezita latka pro pocitani s maticemi. Protoze ¢isla A hledame jako koreny
charakteristické rovnice, mtize se stat, ze pujde o komplexni éisla (zdporny diskriminant). Tato
uloha se proto zpravidla formuluje na télese C.

Definice 1 Necht A je (redlnd nebo i komplexni) ¢tvercova matice n x n. Komplexni éislo A
se nazyvd vlastni ¢islo matice A, pokud existuje nenulovy aritmeticky vektor € C™ takovy, Ze
plati

A-x=)\x

Pro vlastni ¢islo A pak definujeme vlastni vektor matice A prislusny k vlastnimu cislu A jako
kazdy vektor x (i nulovy), pro ktery plati uvedend rovnost A -x = X - x.

Vlastni ¢isla a vlastni vektory jsme definovali i pro komplexni matice. My budeme vzdy
pracovat s maticemi redlnymi. I redlnd matice ale mize mit komplexni vlastni ¢isla, proto se
pouziti télesa C neda v této tloze obecné vyhnout. Navod na vypocet uz jsme pritom uvedli.
Nejprve fesime charakteristickou rovnici

det (A —X-E) =0 (1)

a nalezneme vlastni ¢isla. Pro kazdé vlastni ¢islo zvlast pak hleddme vlastni vektory jako feSeni
soustavy

(A—X-E)-z=o. (2)

Pokud pocitate dobie, musi mit tato soustava vzdy nenulové feseni, feseni bude tedy pokazdé
nekoneéné mnoho. Pokud vam vyjde jako FeSeni pouze nulovy vektor, mate bud $patné urcéené
vlastni ¢islo nebo mate chybu v soustaveé.

31

9 2] . Zacéindme charakteristickou

Hledame vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A = [

rovnici (1):

o-seins w3 ] ) -ae((3 1] [3 2)-sa[*3 0]

V charakteristické rovnici ode¢itame od zadané matice vzdy A-nésobek jednotkové matice, coz
se pokazdé projevi jako odecteni A od prvkid na hlavni diagonéle tak, jak nam to vyslo i nyni.
Kdyz spocitame kiizovym pravidlem determinant, dostaneme

0=(3B-A)(2-)\) -2

a po roznasobeni a secteni
0=4-5\+\.

Vidime, ze charakteristicka rovnice je algebraicka (polynomiélni) rovnice pro nezndmou .
Nejvyssi mocninu A dostaneme vynasobenim prvki na hlavni diagonéle, které vSechny obsahuji
prvni mocninu A. Charakteristicka rovnice matice typu n x n je tedy stupné n. V nasem pripadé



je to rovnice stupné 2 neboli kvadratickd rovnice, kterou snadno vyfesime. Kofeny nasi charak-
teristické rovnice a hledana vlastni ¢isla nasi matice A jsou A\; = 1 a Ao = 4. KdyZ méame vlastni
¢isla, jdeme pro kazdé z nich hledat vlastni vektory jako feseni soustavy (2).

Pro A\ = 1 dostaneme matici soustavy

31 10 2 1
A_AI'E_A_l'E_[z 2]_[0 1}_[2 1}

a vlastni vektory nalezneme jako FeSeni soustavy (A — A\ - E)-x = o:

2 1 z| |0
MR
Vidime, Zze matice soustavy mé oba fadky stejné, v eliminaci by jeden vypadl a v soustavé zlistava
jedind rovnice 2x 4+ y = 0. To je v poradku, soustava musi mit nekone¢né mnoho Feseni, takze
vzdy alespon jeden fadek musi z matice soustavy pfi eliminaci vypadnout. Zvolime x = ¢,t € R
(pokud mame redlnou matici a redlnd vlastni ¢isla, budeme fesit pouze v R) a dopocitame

y = —2t. Dostali jsme tak FeSeni (a vlastni vektory pfislusné k vlastnimu ¢islu Ay = 1), které
oznaCime xq, protoze budeme hledat jesté druhy vlastni vektor pro druhé vlastni ¢islo:

AR

Vlastnich vektorti pfislusnych k danému vlastnimu é&islu je vzdy nekoneéné mnoho. Casto se
vSak uvadi pouze vhodni reprezentanti: tolik linedrné nezévislych vektorti, kolik je dimenze
feSeni vzniklé homogenni soustavy. V nasem pfipadé je dimenze feseni 1 (v linedrni kombinaci
figuruje jediny vektor), zvolime napf¥. t = 1 a dostaneme vlastni vektor

w=[ 1]

Jako zkousku miizeme nalezeny vlastni vektor vynasobit matici A a dostaneme:

EEIREI

Vidime, ze to vychazi tak, jak ma. Dle definice vlastnich vektort a vlastnich ¢isel ma pro vlastni
vektor @y prislusny vlastnimu ¢éislu Ay = 1 platit A - @73 = A\ - 1 = 1 - 1. Soudin matice s
vlastnim vektorem musi byt stejny jako soucin vlastniho éisla s vlastnim vektorem.

Stejny postup musime zopakovat pro druhé vlastni ¢islo Ay = 4. Dostaneme matici soustavy

3 1 1 0 -1 1
aonmoa-ime [Pl 0] ]

a vlastni vektory nalezneme jako FeSeni soustavy (A — Xy - E)-x = o:

-1 1 x| |0
2 -2 y| 0]’
Soustava bude mit nekone¢né mnoho feseni, jeden Ffadek matice soustavy je ndsobkem druhého

fadku. Resime soustavu o jediné rovnici —z + y = 0, feSeni bude x = y = r,r € R. Vlastni
vektor prislusny k Ay = 4 bude



Vhodny reprezentant pro druhy vlastni vektor bude tieba

o= [1]

Jako zkousku opét vynasobime vlastni vektor matici A a dostaneme:

3 1 O I 4 1
2 2 1] 4] 1|
Funguje: matice krat vlastni vektor rovna se vlastni ¢islo krat vlastni vektor.

K zadané matici A jsme nalezli dvé vlastni ¢isla Ay =1 a Ay = 4. Pro ¢islo A\; = 1 jsme nasli

1 L N )
prislusny vlastni vektor o7 = [ _ 2] . Vlastnim vektorem je pritom také kazdy jeho nasobek.

1 . 1
Pro ¢islo Ay = 4 jsme nasli pfislusny vlastni vektor xo = [

1 ] . Vlastnim vektorem je pfitom

opét také kazdy jeho nésobek.

2 11
Hleddme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice B = | 2 1 1 [ . Budeme uz postupovat
4 2
stru¢néji. Zacneme (jako vzdy) charakteristickou rovnici
2—A 1 1
0=det(B—X-E)=det 2 1-x 1
4 2 2—A

Determinant 3 x 3 spocitame Sarrusovym pravidlem a dostaneme
0=02=-XNA=-N2=-XAN)+44+4—-[401 =X +2(2—-)N)+2(2-)N)].
Po roznésobeni a secteni dostaneme charakteristickou rovnici ve tvaru
—MN 45X =0.

Poznamenejme zde, ze pro matice 3 x 3 bude charakteristickd rovnice vzdy stupné 3 tj. tzv.
kubické rovnice. Takové rovnice umime feSit pouze ve specialnich tvarech, jaky vysel napr. ted.
Vytkneme \? a feSeni je evidentni:

M(5 -\ =0.

Vlastni ¢isla matice B jsou A\j 2 = 0 (je to dvojnasobny kofen) a A3 = 5.
Pro vlastni ¢islo A1 2 = 0 nalezneme vlastni vektory jako feseni soustavy

B-X2-E)z2=B—-0-E)- =B -z =o.
Protoze vlastni ¢islo je nula, fesime vlastné homogenni soustavu pifimo s matici B:

0
=10

211
2 11
4 2 2 0

ISEINSIIE

Je ziejmé, Ze pfi eliminaci matice B vypadnou dva fadky, méame tedy jedinou rovnici

2r+y+2z2=0.



Zvolime x = t,t e R ay =r,r € R a dopocitdme z = —2t — r. Pro vlastni vektory ptislusné k
A1,2 = 0 dostavame:

T t 1 0
= |y | = r| =t 0| +r 1
z —2t—r -2 -1

Vidime, ze feseni soustavy ma dimenzi dva, hledame dva reprezentanty. Nejjednodussi je pouzit
) )
primo vektory, které se objevuji ve vysledné linearni kombinaci. Dostavame dva vlastni vektory

1 0
xr = 0 axg = 1 | prislusné k vlastnimu ¢islu A2 = 0. Rikame, 7e vlastni vektory
-2 -1

jsou dva, i kdyz vime, Ze jich je nekoneéné mnoho. Nejvyse dva z nich jsou ale lineadrné nezavislé.
Vsimnéme si také, ze jsme dostali dva (nezavislé) vlastni vektory pro dvojnésobné vlastni ¢islo.
Tyto souvislosti presahuji ramec tohoto kurzu, poznamenejme jen, ze pocet nalezenych nezavis-
Iych vlastnich vektori je vzdy mensi nebo roven nasobnosti prislusného vlastniho cisla.

Pro vlastni ¢islo A3 = 5 nalezneme vlastni vektory jako feSeni soustavy

B—-X3-E)-z=(B-5-E)-z=o.

Resime homogenni soustavu:

-3 1 1 T 0
2 —4 11|yl =160
4 2 -3 z 0

Protoze eliminace matice soustavy neni evidentni, napiseme ji:

-3 1 1 -3 1 1
2 —4 1|~ 0 —-10 5 N[_S’ ; _H
4 2 -3 0 10 -5

V poslednim kroku jsme kromé vyskrtnuti nulového fadku vydélili druhy fadek éislem (—5).
Méme dvé rovnice pro tii neznamé, soustava bude mit nekoneéné mnoho feseni (tak, jak musi).
Rovnice jsou

-3z+y+z2z=0
2y —z=0.

Zvolime y = s,s € R a z druhé rovnice dopoéteme z = 2s. T prvni rovnice pak vyjde 3x =
y + z = 3s, takze x = s. Pro vlastni vektory prislusné k A3 = 5 dostévame:

T 5| 1
r3= |y | = s|=s|1],
z 2s | 2
pripadné jesté zvolime reprezentanta
1
r3 — 1

Nyni hledejme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

c=11 ol



Charakteristickou rovnici dostavame ve tvaru:

A —4

O:det(C—)\-E):det[ 1

]:A2+4.

Rovnice A% + 4 = 0 ma zaporny diskriminant, vlastni ¢isla budou tentokrate komplexni a to
)\1 =21 a )\2 = —2i.
Pro vlastni ¢islo A\ = 2¢ nalezneme vlastni vektory jako feseni soustavy

(C—X\-E)z=(C—-2i-E)-x=o.

-2t —4| x| |0
1 =2 y| 0]
V matici 2 X 2 musi byt druhy fadek nasobkem prvniho, v pfipadé komplexni matice to ale

miize byt komplexni nasobek, coz nemusi byt vzdy na prvni pohled poznat. RozepiSeme radsi
eliminaci matice soustavy:

It B il B i BT

kde v prvnim kroku jsme druhy rddek néasobili ¢islem 2¢. Pak uz je evidentni, ze druhy fadek je
nasobkem prvniho. Resime tedy soustavu jedné rovnice pro dvé neznamé: iz + 2y = 0. Zvolime

Resime homogenni soustavu:

1
x = t,t € C a dopoCteme 2y = —ix = —it, takie y = —52'25. (Snazime se zvolit parametr

tak, abychom se vyhnuli déleni komplexnim ¢islem.) Vlastni vektor pfislusny k vlastnimu éislu

A1 = 2¢ dostavame
t 1
:clz[x]:[ 1_t]:t[ 1,].
—=1 —=1
4 2 2

Reprezentanta ziskdme volbou parametru napi. ¢ = 2, abychom se zbavili zlomkii:

]

r] — .

—i

Pro jistotu provedeme zkousku a vynasobime zadanou matici vlastnim vektorem:
0 —4 2 (4| 9 2
1o | —i| 2| =i

Pro druhé vlastni ¢islo Ay = —2¢ bude vypocet analogicky, vSe bude pouze komplexné
sdruzené. Pro toto vlastni ¢islo nalezneme vlastni vektory jako feseni soustavy

(C—X-E)-x=(C+2i-E)-x=o.

s ]=le)

Opét rozepiseme eliminaci matice soustavy:

MR R

Resime homogenni soustavu:



kde v prvnim kroku jsme druhy fadek nasobili ¢islem 2i. Resime tedy soustavu jedné rovnice
1
pro dvé neznamé: —ix + 2y = 0. Zvolime x = t,t € C a dopocteme 2y = iz = it, takze y = §it.

Vlastni vektor pfislusny k vlastnimu ¢islu Ao = —2¢ dostavame

=Ll -l

Reprezentanta ziskdme volbou parametru napf. t = 2, abychom se zbavili zlomkii:

o= [2]

I zde provedeme zkousku a vynasobime zadanou matici vlastnim vektorem:
0 —4| (2| _ |4 __21,2
1 0 il 2 | i
Jako posledni ptiklad naleznéme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
2 11
D=0 2 0
0 0 2

Charakteristicka rovnice vyjde ve tvaru

2—A 1 1
O=det| 0 2-X 0 |=(2-)>3
0 0 2—A

Dostavame jeden trojnasobny kofen (a jedno vlastni ¢islo) A\j23 = 2 a pro vlastni vektory
soustavu

0 1 1 x 0

0 00 y| =101,

0 00 z 0
coz je jedina rovnice y + z = 0. Volime z = ¢,¢ € R a dopo¢teme y = —t. Posledni neznama x se

v rovnicich nevyskytuje, mizeme ji také zvolit x = r,r € R. Reseni je

r 1 0
r=|—-t|=r|0]+t| -1
t 0 1
1 0
Jako vhodné reprezentanty zvolime napt. 1 = | 0 | axg = | —1



1.3 Piiklady

Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic:

1.
3 -1
11
2.
2 0
0 2
3.
2 —1
12
4. ) ]
1 -1 1
1 23
2 1 4
5. ) ]
0 -1 0
1 00
0 0 2]

Reseni: WolframAlpha a

eigenvalues {{3,-1},{1,1}}

1. )\172:22133:(1,1)

2. M2 =2, 21 =(1,0) a 2 = (0,1). Soustava s nulovou matici znamena, Ze na neznamé
nejsou zddné podminky a vSechny muzete zvolit. Jako reprezentanty vlastnich vektort
muiZete zvolit libovolné dva lineidrné nezavislé vektory z R2.

3. A\ =241, $1:(’i,1) ad=2—1, :Egz(—i,l)
4 A =5, @1 =(0,1,1), o =2, &5 = (—3,4,1) a Ay = 0, z3 = (5, —2,3)

5. A1 =2, 21 =(0,0,1), Ao =4, x2 = (¢,1,0) a A3 = —i, 3 = (—1,1,0)



